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CAPiTULO 1 


El sistema de los numeros 
reales y el de los complejos 


1.1 INTR0DUCCI6N 

El Andlisis matemdtico estudia conceptos relacionados de alguna manera con 
los numeros reales; por ello empczaremos nucstro estudio del Andlisis con una 
discusidn del sistema de los nrimeros reales. 

Existen diversos mdtodos para introducir los numeros reales. Uno de cllos 

parte de los enteros positivos 1, 2, 3.que considera conceptos no defini- 

dos, utilizdndolos para construir un sistema mds amplio, los numeros ratio¬ 
nales positivos (cocientes de enteros positivos). los negativos y el cero. Los 
nUmcros racionales son utilizados, a su vez. para construir los numeros irracio- 
nales, numeros reales como »J2 y r t que no son racionales. El sistema de los 
ndmeros reales lo constituye la reunidn de los mimeros racionales e irracionales. 

A pcsar de que estas cuestiones conslituyen una parte importante dc los 
fundamentos dc la Matcmdtica, no las describiremos aquf con dctallc. Es un 
hecho que. en la mayor parte del Andlisis. nos interesardn solamente las pro - 
piedades de los ntimeros reales antes que los mdtodos utilizados para construir- 
los. Por lo tanto, consideraremos los numeros reales mismos como objetos no 
definidos, sometidos a cicrtos axiomas dc los que extraeremos ultcriores pro- 
picdadcs. Dado que el lector estd, probablcmcntc, familiarizado con la mayorfa 
de las propiedades de los numeros reales que consideraremos cn las pdginas que 
siguen, la exposicidn serd mds bien breve. Su propdsito es examinar las carac- 
terfsticas mds importantes y persuadir al lector de que, de ser necesario, todas 
las propiedades se podrian deducir a partir de los axiomas. Tratamientos mds 
detallados podrdn hallarse en las referencias del final de este capftulo. 

Por conveniencia usaremos la notacidn y la terminologia de la teoria de con- 
juntos elemental. Supongamos que S designa un conjunto (una coleccidn de ob¬ 
jetos). La notacidn x ES significa que x estd en el conjunto S, escribiendo x $ S 
para indicar que x no estd en S. 

Un conjunto S es un subconjunto de T si cada elemento de S estd tambidn 
en T. Lo indicaremos escribiendo SQT. Un conjunto es no vatio si contiene. 
por lo menos, un elemento. 


1 
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Suponemos que existe un conjunto no vacfo R de elementos, Uamados mime- 
ros reales, que satisfacen los diez axiomas enumerados a contmuacidn. Los axio- 
mas se clasifican de manera natural en tres grupos a los que nos referiremos 
como axiomas de cuerpo, axiomas de or den y axioma de completitud (11 am ado 
tambitfn axioma del supremo o axioma de continuidad). 

1.2 LOS AXIOMAS DE CUERPO 

Junto con el conjunto R de los numeros reales admitimos la existencia de dos 
opcraciones, llamadas suma y multiplicacidn. tales que, para cada par de nii- 
meros reales x c y, la suma x + y y el producto xy son niimeros reales deter- 
minados unfvocamente por x e y, satisfaciendo los siguientcs axiomas. (En los 
axiomas que a continuacidn se exponen, x, y, z representan niimeros reales arbi- 
trarios en tanto no sc precise lo contrario.) 


Axioma I. x + y = y + x, xy - yx 
Axioma 2 . x + (y + z) = (x + y) + z, xiyz) 
Axioma 3 . x{y + z) - xy + xz 


(leyes conmutalivas). 
{xy)z (leyes asociativas). 
(ley distribute a). 


Axioma 4 . Dados dos numeros reales cualesquiera x e y. existe un numero 
real z tal que x + z = y. Dicho numero z se desi^nara por y — x; el numero 
x — x se designard por 0. (Se puede demostrar que 0 es independiente de x.) 
Escribiremos — x en vez de 0 — x y al numero — x lo llamaremos opuesto de x. 


Axioma 5. Existe. por lo menos. un numero real xyf=0. Si x e y son dos 
numeros reales con x?EO, entonces existe un numero z tal que xz = y. Dicho 
numero z se desginard por y/x; el numero x]x se designard por 1 y puede de- 
most rarse que es independiente de x. Escribiremos x~ l en vez de IJx si xr£0 
y a x~ l lo llamaremos reciproco o inverso de x. 


Dc estos axiomas pueden deducirse todas las leyes usuales de la Aritmd- 
tica; por ejemplo, — (—-*)= ■*, ( x -«)-i = x — (* — y) = y —- x, x — y = 
x + (—y), etc. (Para un desarrollo mds detallado, ver Referenda 1.1.) 


1.3 LOS AXIOMAS DE ORDEN 

Suponemos tambidn la existencia de una rclacidn < que cstablcce una orde- 
naci6n entre los numeros reales y que satisface los axiomas siguientes: 
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Axioma 6. Se verified una y sdlo una de las relaciones x = y, x < y, x > y. 
nota. x > y signifies lo mismo que y < x. 

Axioma 7. Si x < y, entonces, para coda z, esx + z<y + z. 

Axioma 8. Si x > 0 e y > 0, entonces xy > 0. 

Axioma 9. Si x>y e y> z, entonces x > z. 

nota. Un niimero real x se llama positivo si x > 0 y negativo si x < 0. Dcsig- 
naremos por R* el conjunto de todos los ntimeros reales positivos y por R“ el 
conjunto de todos los ntimeros reales negativos. 

De estos axiomas pueden deducirse las reglas usuales que rigen las opera- 
ciones con desigualdades. Por ejemplo, si tenemos que x < y, entonces xz < yz 
si z cs positivo, mientras que xz > yz si z es negativo. Ademds, si x > y y 
z > W con y y w positivos, entonces xz > yw. (Para una discusidn mds detallada 
de estas reglas ver Referenda 1.1.) 

nota. El simbolismo x <, y se utiliza para abreviar la afirmacidn: 

“x < y o x = y." 

Resulta, pues, que 2 < 3 ya que 2 < 3; y 2 < 2 ya que 2 = 2. El sfmbolo ^ 
se utiliza de forma andloga. Un numero real x se llama no negativo si x > 0. 
Un par simultdneo de desigualdades tales como x<y , y < z se abrevia por 
medio de la expresidn x <y < z. 

El teorema que sigue, que no es mds que una consecuencia inmediata de 
los axiomas precedentes, se utiliza a menudo en las demostraciones del And- 
lisis. 

Teorema 1.1. Sean ay b numeros reales tales que 

a <, b + c para coda c > 0. (1) 


Entonces a<b. 


Demostracidn. Si b < a, entonces la desigualdad (1) no se satisface para e = 
(a — b)J2 puesto que 


b + e = 



a + b 


< 


a + a 


2 


2 


2 


= a. 
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Por lo tanto, por cl axioma 6, resulta quc a< b. 

El axioma 10, axioma dc complctitud, scrd enunciado en la seccidn 1.11. 

1.4. REPRESENTACI6N GEOMGTRICA 
DE LOS NClMEROS REALES 

Los numeros realcs son, a menudo, representados geom&ricamente como pun- 
tos dc una recta (denominada recta real o eje real). Se cligc un punto 
para que represente el 0 y otro a la derecha del 0 para que represente el 1, 
como muestra la Fig. 1.1. Esta eleccidn determina la escala. Con un conjunto 
apropiado de axiomas para la Geometria cuch'dea a cada punto de la recta 
real corresponde un niimero real y uno sdlo y, redprocamente, cada ntimero 
real esti representado por un punto de la recta real y uno solo. Es usual refe- 
rirse al punto x en vez de referirse al punto correspondiente al ntimero real x. 

* * • • Figure 1.1 

0 1 x y 

La relacidn de orden admite una interpretacidn geomdrica simple. Si x < y, 
el punto x cst£ a la izquierda del punto y, como muestra la figure 1.1. Los mi- 
meros positivos cst4n a la derecha del 0 y los numeros negativos estfn a la 
izquierda del 0. Si a < b, un punto x satisface las desigualdades a < x < b si, 
y sdlo si, x esti entre a y b. 

1.5 INTERVALOS 

El conjunto de todos los puntos comprendidos entre a y b se denomina inter - 
valo. A menudo es importante distinguir entre los intervalos que incluyen sus 
extremos y los intervalos que no los incluyen. 

notaci6n. La notacidn {x:x vcrifica P } designa cl conjunto dc todos los mi- 
meros reales x tales que satisfacen la propiedad P. 

Definition 1.2. Supongamos a<b. El intervalo abierto (a, b) se define por 

(a, b) - {x: a < x < b }. 

El intervalo cerrado [a, b] es el conjunto [x:a<x< b). Los intervalos senti- 
abiertos (a, b] y [a, b) se definen analogamente utilizando, respectivamente, las 
desigualdades a<x<bya<x<b. Los intervalos infinitos se definen como 
sigue: 


(a , +co) = {x:x > a }, [a, + co) = {x: x > a}. 
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1.7 TEOREMA DE DESCOMPOSICION (JNICA 
PARA ENTEROS 

Si n y d son cntcros y si n = cd para algun cntcro c, diremos quc d es un divi¬ 
sor de n, o que n es un multiplo de d, y escribiremos d\n (se lee: d divide a n). 
Un entero n es primo si n > 1 y si los unicos divisores positivos de n son 1 y n. 
Si n > 1 y n no es primo. entonces n es computsto. El entero 1 no es ni primo 
ni compuesto. 

Esta seccidn expone algunos resultados elementales acerca de la descom- 
posicidn de enteros, culminando con el teorema de descomposicidn unica, 11a- 
mado tambi^n el teorema fundamental de la Aritmetica. 

El teorema fundamental cstablece quc (1) cada entero n > 1 pucde ser re- 
presentado como producto de factores primos y que (2) esta descomposicidn 
es unica, salvo en el orden de los factores. Es ficil probar la parte (1). 

Teorema 1.5. Cada entero n > 1 es primo o producto de primos. 

Demostracidn. Utilizaremos la induccidn sobrc n. El teorema se veridca tri- 
vialmente para n = 2. Supongamos que es cierto para cada entero k con 
1 < k < n. Si n no es primo, admite un divisor d con 1 < d <n. Por lo tanto, 
n = cd, con 1 < c < n. Puesto que tanto c como d son < n, cada uno es 
primo o es producto de primos; luego n es un producto de primos. 

Antes de probar la parte (2), la unicidad de la descomposicidn. introducire- 
mos otros conccptos. 

Si d\a y d\b, diremos que d es un divisor comun de a y b. El teorema que 
sigue demuestra que cada par de enteros a y b posee un divisor comun que 
es combinacidn lineal de a y de b. 

Teorema 1.6. Cada par de enteros a y b admite un divisor comun d de la 
forma 


d — ax + by 

donde x e y son enteros. Ademds, cada divisor comun de ay b divide a d. 

Demostracidn. Supongamos primeramente que a>0yi>0y procedamos por 
induccidn sobre n = a 4- b. Si n = 0, entonces a = b = 0 y podemos tomar 
d = 0 con x = y = 0. Supongamos entonces que el teorema ha sido probado 
para 0, 1, 2, .... n — 1. Por simetria podemos suponer a> b. Si 6 = 0, en¬ 
tonces d = a, x = l, y =0. Si 6>1 podemos aplicar la hipdtesis de induc¬ 
cidn a a — b y a 6, ya que su suma es a = n — b<n — 1. Por lo tanto existe 
un divisor comun d de a — b y b de la forma d = (a — b}x + by. Este entero d 
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Indices de las q, si es necesario, se puede suponer p x /q x . Por lo tanto, p x = q x 
ya que tanto p l como q x son primos. En (2) simplificamos p x en ambos miera- 
bros y obtenemos 


— = Pi--p, = q t - 

Pi 

Como n es compuesto, 1 < njp x < n; luego por la hipdtesis de induccidn las 
dos dcscomposiciones de njp x son idfnticas, si se prescinde del orden de los 
factores. Por lo tanto, lo mismo es cierto para (2) y la demostracidn esii ter- 
minada. 

1.8 LOS NClMEROS RACIONALES 

Los cocientes de enteros afb (donde b^= 0) se Uamardn numeros racionales. 
Por ejemplo, 1)2, —7/5, y 6 son ntimeros racionales. El conjunto de los nd- 
meros racionales, que designaremos por Q, contiene a Z como subconjunto. 
Observe el lector que todos los axiomas de cuerpo y todos los axiomas de 
orden sc vcrifican en Q. 

Suponemos que el lector esti familiarizado con ciertas propiedades elemen- 
tales de los numeros racionales. Por ejemplo, si a y b son racionales, su me¬ 
dia (a + b)l 2 tambi^n lo es y esti comprendida entre a y b. Asf pues, entre 
dos numeros racionales hay una infinidad de niimeros racionales, lo cual im¬ 
plied que, dado un numero racional cualquiera, no sea posible hablar del 
niimero racional «inmediato superior*. 

1.9 LOS NOMEROS IRRAaONALES 

Los numeros reales que no son racionales se denominan irracionales. Por ejem- 
plo, los numeros >/2, e, n y er son irracionales. , 

En general no es fdcil probar que un cierto numero particular es irracional. 
No existe ninguna demostracidn simple de la irracionalidad de e*. por ejemplo. 
Sin embargo, la irracionalidad de numeros tales como %/2, \/3 no es excesi- 
vamente diffcil de establecer y, de hecho, probaremos fdcilmente el siguiente: 

Teorema 1.10 • Si n es un entero positivo que no sea un cuadrado perjecto, 
entonces sTn es irracional. 

Demostracidn. Suponemos en primer lugar que n no admite ningun divisor 
> 1 que sea cuadrado perfecto. Si_admitimos que yin t s racional, Ucgamos a 
contradiccidn. Supongamos que \Jn = a/b t donde a y b son enteros sin divi- 
sores comunes. Entonces nb * = a 3 y, dado que el primer miembro de csta 
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igualdad cs un multiplo de n. tambidn lo serS a 7 . Sin embargo, si a 3 es multi- 
plo de n, a deberi serlo ya que n no admite divisores > 1 que sean cuadrados 
perfectos. (Esto sc ve facilmente examinando la descomposicidn de a en facto- 
res primos.) Todo ello significa que a = cn, donde c es un entero. Entonccs 
la ecuacidn nb 7 = a* se transforma en nb 7 = c’n 3 , o b 7 = nc*. El mismo argu- 
mento prueba que b debe ser asimismo mtiltiplo de n. Entonces a y b serfan 
ambos miiltiplos de n, lo cual contradice el hecho de que ay b carecen de di- 
visorcs comunes. Esto finaliza la demostracidn en el caso de que n no admita 
un divisor > 1 que sea cuadrado perfecto. 

Si n admite un factor que sea cuadrado perfecto, podremos escribir n = m 7 k, 
donde k> 1 y A: no admite divisores > 1 que sean cuadrados perfectos. Por lo 
tanto yjn = m-Jk ; y si \ ! n fuese racional, el ntimero \fk seria tambi^n ra- 
cional, contradiciendo lo que acabamos de demostrar. 

Un tipo distinto de argumentacidn es preciso para probar que el niimero e 
es irracional. (Suponemos cierta familiaridad con la exponencial e 9 del Cdlculo 
elemental y su representacidn como serie infinita.) 

Teorema 1.11• Si e* = 1 + x + x*/2! + x*/3\ + ... + X*/n\ + .... entonces 
el numero e es irracional. 


Demostracidn. Probaremos que e~ l es irracional. La serie e~ l es una serie al- 
temada con t^rminos que dccrcccn constantementc cn valor absoluto. En tales 
series el error cometido al cortar la serie por el n-^simo Urmino ticnc cl signo 
algebraico del primer t^rmino que se desprecia y. en valor absoluto. cs menor que 
el del primer t^rmino que se desprecia. Por lo tanto. si s n = 22-o(— 
tenemos la desigualdad 


0 < e~‘ — Jj,., < 


(2k)! ’ 


de la que se obtiene 

0 < (2k — !)!(«-' 



para todo entero k> I. Ahora bien (2k — l)!*,*., cs siempre un entero. Si e~ l 
fuese racional, entonces podrfamos elegir k suficientemente grande para que 
(2k —fuese tambiln un entero. A causa de (3) la diferencia entre am¬ 
bos enteros deberia ser un numero comprendido entre 0 y i, lo cual es impo- 
sible. Lucgo e~ l no es racional y. por tanto. e tampoco lo es. 


nota. Para una demostracidn de la irracionalidad de n, ver Ejercicio 7.33. 


Los antiguos griegos sabfan de la existencia de los numeros irracionales 
alld por el ano 500 a.C. Sin embargo, una teoria satisfactory de tales numeros 
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no seria desarrollada hasta finales del siglo diecinueve en que tres teorias dis- 
tintas son introducidas al mismo tiempo por Cantor, Dedekind y Weierstrass. 
En la Rcferencia 1.6 puede hallarse informacidn acerca de las teorias de De¬ 
dekind y Cantor y sus equivalencias. 

1.10 COTAS SUPERIORES; ELEMENTO MAXIMO, 

COTA SUPERIOR MINIMA (SUPREMO) 

Los niimeros irracionales aparecen en Algebra cuando se pretenden resolver 
ciertas ecuaciones cuadriticas. Por ejemplo, se desea un niimero real x tal que 
x 9 = 2. De los nueve axiomas enumerados anteriormente no puede deducirse 
si en R cxiste o no un niimero x, puesto que Q satisface tambten estos nueve 
axiomas y hemos probado que no existe ningun niimero racional cuyo cua- 
drado sea 2. El axioma de completitud nos pcrmitiri introducir los numeros 
irracionales en el sistema de los niimeros reales y proporcionar al sistema de 
los niimeros reales una propiedad de continuidad que es fundamental en mu- 
chos de los teoremas de Anilisis. 

Antes dc describir cl axioma de completitud. cs conveniente introducir una 
terminologfa y una notacidn adicionales. 

DefiniciSn 1.12. Sea S un con junto de numeros reales. Si existe un niimero 
real b tal que x<b para todo x dc S. diremos que b es una cota superior de S 
y que S estd acotado superiormente por b. 

Decimos una cota superior ya que cada niimero mayor que b tambidn es 
una cota superior. Si una cota superior b es, ademis, un elemento de S, b se 
denomina ultimo elemento o elemento mdximo de S. A lo sumo habri uno 
de tales b. Si existe tal numero b. escribiremos 

b = max S. 

Un conjunto carcnte dc cotas superiores sc denomina no acotado superior¬ 
mente. 

Las definiciones de los tlrminos cota inferior, acotado inferiormente, primer 
elemento (o elemento minima ) pueden formularse anilogamente. Si S tiene un 
elemento minimo, designaremos a dicho minimo por mm S. 

Ejeraplos. 

1. El conjunto R* = (0. + oo) es un conjunto no acotado superiormente. No po- 
sec ni cotas superiores ni elemento miximo. Esti acotado inferiormente por 0. 
pero no poscc elemento minimo. 

2. El intervalo cerrado S = [0, 11 esti acotado superiormente por 1 e inferiormen¬ 
te por 0. De hecho. max S = 1 y min 5 = 0. 
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3. El intervalo semiabierto S = [0, 1) esti acotado superiormente por 1, pero ca- 
rccc de elemento miximo. Su elemenlo mfnimo es 0. 

Para conjuntos como los del ejemplo 3 que estin acotados superiormente 
pcro que carecen de elemento miximo, existe un concepto quc sustituyc al de 
elemento miximo. Se denomina extremo superior o supremo del conjunto y se 
define como sigue: 

Dejinicion 1.13. Sea S un conjunto de numeros reales acotado superiormen¬ 
te. Un numero real b se denomina extremo superior de S si verijica las dos 
propiedades siguientes: 

a) b es una cota superior de S. 

b) Ningun numero menor que b es cota superior de S. 

Ejcmplos. Si S = [0, 11 el elemento miximo 1 es asimismo extremo superior de S. 
Si S = [0, 1), cl niimero I es extremo superior de S. aun cuando S carecc de ele¬ 
mento miximo. 

Es ficil probar que un conjunto no puedc tener dos extremos superiores 
distintos. Por lo tanto. si existe extremo superior de S. existe s61o uno y puede 
hablarsc del extremo superior. 

Es corricnte, en la prictica, referirse al extremo superior de un conjunto 
por medio del t^rmino mis breve de supremo, abreviado sup. Adoptamos csta 
convencidn y cscribimos 

b = sup S, 

para indicar que b es el supremo de S. Si S tiene un elemento miximo, en- 
tonccs mix S = sup S. 

El extremo inferior o infimo de S. designado por inf S. se define de for¬ 
ma aniloga. 

1.11 EL AXIOMA DE COMPLETITUD 

Nuestro ultimo axioma del sistema de los numeros reales involucre la nocidn 
dc supremo. 

Axioma 10. Todo conjunto no vaclo S de numeros reales que esti acotado 
superiormente admite un supremo; es decir, existe un numero real b tal que 
b = sup S. 

Como consecuencia de este axioma se obtiene que todo conjunto no vaefo 
de numeros reales acotado inferiormente admite un fnfimo. 
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Teorema 1.16 (Propiedad de la comparacion). Dados dos subconjuntos 
no vaclos S y T de R tales que s < t para todo s de S y todo t de T, si T tiene 
supremo, entonces S tiene supremo, y 

sup S ^ sup T. 

1.13 PROPIEDADES DE LOS ENTEROS DEDUCIDAS 
DEL AXIOM A DE COMPLETITUD 

Teorema 1.17. El con junto Z + de los enteros posit ivos 1, 2, 3. no cstd 

acotado superiormente. 

Demostracidn. Si Z + cstuviese acotado superiormente, entonces Z + admitirfa 
un supremo, tal como a = sup Z*. Por el teorema 1.14 tendrfamos que a — 1 
< n para algiin n de Z + . Por lo tanto n + 1 > a para esta n. Esto contra- 
dice el hccho de scr a = sup Z + ya que n + 1 € Z + . 

Teorema 1.18. Para cada mimero real x existe un entero positivo n tal que 
n>x. 

Demostracidn. Si no fuese asf, cxistiria un x que seria una cota superior para 
Z + , cn contradiccidn con el teorema 1.17. 

1.14 LA PROPIEDAD ARQUIMEDIANA DEL SISTEMA 
DE LOS NClMEROS REALES 

El teorema que siguc cnuncia la propiedad arquimediana del sistema de los 
numeros reales. Geomdtricamente dice que todo segmento lineal, por largo que 
sea, f)uede recubrirse por medio de un numero finito de segmentos lincales de 
longitud positiva dada, por pequena que sea. 

Teorema 1.19. Si x>0y si yesun numero real arbitrario, existe un en¬ 
tero positivo n tal que nx > y. 

Demostracidn. Aplicar el teorema 1.18 sustituyendo x por yjx. 

1.15 LOS NClMEROS RACIONALES CON REPRESENTACI6N 
DECIMAL FINITA 

Un numero real de la forma 
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En otras palabras, a x es cl mayor cntcro que satisfacc las dcsigualdadcs 


a ° + Io *x<a 0 + 


fl| + 1 
10 


En general, habiendo elegido a x , .... a n . l con 0<tfi<9. sea a n el mayor 
entero que satisfaga las desigualdades 


*.+S-- + 5“— 


(4) 


Entonccs 0 < a n < 9 y tendremos 

r.Sx<r. + ±. 

donde r n = a 0 . a t a 7 ...a*. Esto complela la demostracidn. Es fdcil verificar que 
x es, dc hecho, cl supremo del conjunto de los numeros racionales r„ r,, ... 

1.17 REPRESENTACIONES DECIMALES INFINITAS 
DE LOS NClMEROS REALES 

Los cnleros a 0 , a x% a. .obtenidos cn la dcmostracidn del teorema 1.20 pue- 

den utilizarse para definir una rcprescntacidn decimal infinite dc x. Escribi- 
remos 

X * Qq . Q\Qj 

para indicar que a* cs cl mayor entero que satisfacc (4). Por ejemplo, si x = {, 
obtendremos a 0 = 0, a, = 1. a a = 2, a, = 5 y o„ = 0 para todo n > 4. Por lo 
tanto, podemos escribir 

4 - 0,125000•• • 

Si intercambiamos los signos de desigualdad < y < en (4), obtenemos una 
definicidn ligeramente diferente de representacidn decimal. Los decimales fini- 
tos r n satisfacen r n < x < r n + 10 - ". sin embargo los digitos a 0 , a„ a 2 . .... ne- 
cesarios no son los mismos que en (4). Por ejemplo, si aplicamos esta segunda 
dcfinicidn a x = J, obtenemos la representation decimal infinita 

i = 0,124999 ••• 

El que un numero real admita dos represcntaciones decimales distintas es un 
simple ejemplo del hecho dc que dos conjuntos diferentes dc numeros reales 
pueden tencr el mismo supremo. 
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1.18 VALOR ABSOLUTO Y DESIGUALDAD TRIANGULAR 


En Andlisis son bastante frccucntcs los cilculos con desigualdades. Son dc par¬ 
ticular importancia las que sc rclacionan con la nocidn dc valor absoluto. Si x 
es un numero real, cl valor absoluto de x, desginado por \x\, se define como 
siguc: 



si x £ 0, 
si x <, 0. 


Una desigualdad importante concemiente a los valores absolutos viene dada por 
el siguientc: 

Teorema 1.21. Si a^>0, entonces tenemos la desigualdad W < o si. y sdlo 
si, — a<x< a. 


Demostracidn. Dc la definicidn dc \x\ se oblienc la desigualdad — \x\ < x< \x], 
ya que x = |*| o x = — |x|. Si suponemos que \x\ < a. podemos cscribir —a< 
— \x\ < x <, |jt| <, a y la mitad del teorema queda demostrada. Rccfprocamcnte, 
si suponemos — a<x<a, entonces, si x ^ 0. tenemos que pr| = x< a, mien- 
tras que si x < 0, tenemos que \x\ = — x < a. En ambos casos obtenemos que 
\x\ < a y cl teorema queda demostrado. 

Podemos utilizar cstc teorema para demostrar la desigualdad triangular. 

Teorema 1.22. Para numeros reales arbitrarios x e y se verifica 

\x + y\ £ |.t| + \y\ (desigualdad triangular) 

Demostracidn. Tenemos que — \x\ < x < pr| y que — \y\ < y < |y|. Sumando 
obtenemos — (\x\ + |y|)< x + y < \x\ + |y| y. cn virtud del teorema 1.21, con- 
cluimos que |jt + y\ < \x\ + \y\. Esto dcmucstra cl teorema. 

A menudo sc utilizan otras formas de la desgiualdad triangular. Por ejem- 
plo, si en cl teorema 1.22 hacemos x = a — c t y = c — b, rcsulta 

\a - 6| ^ \a - c\ + \c - b\. 

Asimismo, del teorema 1.22, obtenemos |jc| > \x + y\ — |y|. Haciendo x = a + b, 
y = — b. resulta 


\a + £ |o| - \b\. 
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Intercambiando ay b obtendremos, ademas, a + b\ > [6| —101= — (|o[ — |6|), 
y por lo tanto 

\o + b\ 7> | \a\ - |6||. 

Por induccidn podemos probar asimismo las generalizaciones 
\x t + x 2 + ••• + x m \ < |x,| + \x 2 \ + ••• + \x„\ 

y 

1*1 + X 2 + ••• + X'\ £ I A, I - \X 2 \ -W. 


1.19 LA DESIGUALDAD DE CAUCHY-SCIIWARZ 

Vamos a deducir ahora otra dcsigualdad usada a mcnudo cn Andlisis. 

Teorema 1.23 (Desigualdad de Cauchy-Schicarz). Si a lt .... a n y b v .... b n 
son numeros reales cualesquiera, se tiene 

(t * (j -ifi «) 

Ademus, la igualdad se verifica si, y sdlo si, exisle un mimero real x tal que 
+ b k = 0 para cada k = 1,2, .... n. 

Dcmostracidn. Una suma dc cuadrados no pucdc scr nunca ncgativa. Por lo 
tanto tcncmos 

£ (a k x + b k ) 2 z 0 

k - i 


para todo mimero real x, y es igualdad si. y sdlo si. cada tdrmino cs cero. Esta 
dcsigualdad pucdc cscribirsc cn la forma 

Ax 2 + 2Bx + C > 0. 

dondc 

A = £ B = £ c = E 

*-i i=i 

Si A > 0, hacemos x = — B/A a fin dc obtencr B'~ — AC <0 que es la desigual- 
dad deseada. Si A = 0, la demostracidn es trivial. 
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nota. Utilizando notacidn vectorial, la desigualdad de Cauchy-Schwarz toma 
la forma 

(*'b) J S fia|l 2 !b|| 2 , 

donde a = (a„ .... a*), b = (fi,. b % ) son dos vectores n-dimensionales. 


a ' b = 2 a * b ‘' 
k* 1 

es su producto escalar, y ||aj| = (a-a) 1 / 1 es la longitud de a. 

1.20 MAS Y MENOS INFINITO Y LA EXTENSION R* 

DEL SISTEMA DE LOS NOMEROS REALES 

En esta seccidn extenderemos el sistema de los numeros reales adjuntando dos 
« puntos ideales* designados por los simbolos +a> y —oo («mds infinite* y 
«mcnos infinite*). 

Dejinicidn 1.24 . Por sistema ampliado de los ruimeros reales, R*, entende - 
remos el con junto de los numeros reales R junto con dos simbolos + oo y — oo 
que satisfagan las siguientcs propiedades: 

a) Si x G R, tenemos 

X + ( + CC) = -fCC, X + (— CO) = “CO, 

x - ( + co) = -co, x - (-co) * + co, 

xl( + c o) = x/( — co) =» 0. 

b) Si x > 0, tenemos 

x( + co) = +oo, x(-co) = -00. 

c) Si x < 0, tenemos 

x{ + co) = -co, *(—co) = +co. 

d) 

( + co) + ( + co) = ( + co)( + co) = (-x)(-cc) = 4- co, 

(-co) + (-co) = ( + oo)(-oo) = -CO. 

e) Si x 6 R, entonces — oo < x < + oo. 

notaci6n. Utilizaremos el simbolo (— oo, + co) para designar a R y [— oo, 
4- co] para designar a R*. Los puntos de R se llaman «finitos» para distinguir- 
los de los puntos «infinites* 4- oo y —co. 
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Demostracidn. Solamente demostraremos la propiedad distributiva; las otras 
demostracioncs son mas simples. Si x = (x„ x 3 ), y = (y„ yj y z = (z„ z,), en- 
tonccs tenemos 

x(y + z) = (x„ x 2 )(y l + Z|,y 2 + z*) 

= “ x 2 y 2 - x 2 z 2 , Xfy 2 + x,z 2 + x 2 y x + x 2 z,) 

- (x,J», - x 2 >* 2 . x t y 2 + x 2 y,) + (x,r, - x 2 z 2t x,z 2 + x 2 z,) 

= xy + xz. 


Teorema 1.28. 

(*„ x 2 ) + (0, 0) = (x„ x 2 ), (x„ x 2 )(0, 0) = (0, 0). 

(x„x 2 )(l,0) = (x,, x 2 ), (x lt x 2 ) + ( — X|, — x 2 ) = (0,0). 

Demostracidn. Las demosiraciones son inmediatas a partir de las definiciones, 
lo mismo que en los teoremas 1.29, 1.30, 1.32 y 1.33. 

Teorema 1.29. Dados dos numeros complejos x = (x„ x a ) e y = (y„ y 3 ), ex/j- 
fe un numero complejo z tal que x + z = y. De hecho, z = (y, — >* a “-* 2 )- 

Erte z re designa por y — x. E/ numero complejo (—x„ —x 3 ) se designa 
por —x. 

Teorema 1.30. Para cualquicr par de numeros complejos x e y, tenemos 

i-x)y « x( y) m -(xy) = (-l,0)(xy). 

Definicion 1.31. Si x = (x„ Xj)^(0, 0) e y son numeros complejos, dejini- 
mos x~ l = [x,/(x* + x 3 ), — xj(x] + x*)] # e yjx = yx~ l . 

Teorema 1.32. Si x e y son numeros complejos con x ^ (0, 0), existe un nu¬ 
mero complejo z tal que xz = y, a saber, z = yx~ l . 

Revisten especial interes las opcraciones con numeros complejos cuya parte 
imaginaria es 0. 

Teorema 1.33. 

U„0) + (y„0) = (x, + y |f 0), 

(*i.0)(y,,0) = (x, y,, 0), 

(x t , 0)/(y„ 0) = (x,/y„ 0). si>*, * 0. 

nota. Es evidente, que en virtud del teorema 1.33, podemos realizar las ope- 
raciones aritmdticas de los numeros complejos de parte imaginaria nula operan- 
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dientemente, por Argand cn 1806. Mds tarde Gauss ided la expresidn un tanto 
dcsafortunada dc « numero complejo*. Los numeros complejos admiten otras rc- 
presentaciones geomdtricas. En vez de utilizar puntos de un piano, se pueden 
utilizar puntos de otras superficies. Riemann encontrd que la esfera es cspecial- 
mente adecuada para este propdsito. Se proyectan los puntos de la esfera desde 
el Polo Norte sobre el piano tangente a la esfera cn el Polo Sur y entonccs a 
cada punto del piano le correspondc un punto sobre la esfera. Con exccpcidn 
del Polo Norte, a cada punto de la esfera le corresponde un punto sobre el piano 
y s61o uno. Esta correspondence se denomina una proyeccidn estereogrdfica. 
(Ver Fig. 1.3.) 

1.23 LA UN1DAD IM AGIN ARIA 

Conviene a veces considerar el numero complejo (x lt xj como un vector bidi- 
mensional de componentes x x y x t . Sumar dos niimeros complejos utilizando 
la definicidn 1.26 cs lo mismo que sumar dos vectores componente a compo- 
ncntc. El numero complejo 1 = (1.0) juega el mismo papel que el vector uni- 
tario de direccidn horizontal. El andlogo al vector unitario de direccidn vertical 
vamos a introducirlo ahora. 

Deflnlcidn 1.34. El numero complejo (0. 1) se representa por i y se llama 
unidad imaginaria. 

Teorema 1.35. Cada numero complejo x = (x„ xj puede representarse en la 
forma x = x t + ix % . 

Demostracidn. 

x t = (x„ 0), ix 2 = (0, \){x 2t 0) - (0, x 2 ) t 
a:, + ix 2 = (x t , 0 ) + (0, x 2 ) * (x„ x 2 ). 

El prdximo teorema expresa que cl numero complejo i proporciona una solu- 
cidn para la ccuacidn x* = — 1. 

Teorema 1.36. P = — 1. 

Demostracidn. 

i 2 = (0, 1K0, 1) = (-1.0) = -1. 

1.24 VALOR ABSOLUTO DE UN NCMERO COMPLEJO 

Vamos a extender ahora el concepto de valor absoluto al sistema dc los nume¬ 
ros complejos. 
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Definicidn 1.37. Si x = (x t , x 2 ). definimos el modulo, o valor absoluto, de x 
como el mimero real no negativo |-r| dado por 

1*1 = Vxf + x \. 

Teorema 1.38. 


i) 1(0, 0)| = 0, y \x\ > 0 six * 0. ii) \xy\ = |x| \y\. 

'•') l*/>’l = \x\l\y\,siy * 0. iv) |<*„ 0)| = |x,|. 

Demostracidn. I^as afirmaciones (i) y (iv) son inmcdiatas. Para dcmoslrar (ii), 
considercmos x = x t 4- ix 2 , y = y, + iy t , entonces xy = xy x — x 2 y 2 + i(x t y 2 + 
x 2 y x ). La afirmacidn (ii) sc sigue dc la relacidn 

\*y\‘ = x 2 ,yi + x\y\ + x]y\ + xjyf = (xj + xftjj + y\) = \x\ 2 \y\ 2 . 

La ccuacidn (iii) pucdc deducirse dc (ii) cscribi^ndola cn la forma \x\ = |y| \x/y\. 

Geomdtricamentc, \x\ reprcsenta la longitud del segmento que une cl origen 
con el punto x. En general, |* — y\ cs la distancia entre los puntos x c y. Uti- 
lizando csta intcrprctacidn gcomdtrica. cl siguiente teorema cstablccc que uno 
dc los lados dc un tridngulo cs mcnor que la suma dc los olros dos lados. 

Teorema 1.39. Si x e y son numeros complejos, entonces 

I* + y\ ^ \- x \ + l>'l (desigualdad triangular) 

La demostracidn sc deja como cjcrcicio para cl lector. 

1.25 IMPOSIBILIDAD DE ORDENAR LOS NOMEROS COMPLEJOS 

Todavfa no hemos definido ninguna rclacidn dc la forma x < y, si x e y son 
numeros complejos cualesquiera, ya que cs imposible dar una definicidn de < 
para los numeros complejos que satisfaga las propiedades dadas por los axio- 
mas 6 al 8. Para justificarlo, supongamos que fuese posiblc definir una rela 
cidn de orden < que satisficiera los axiomas 6, 7 y 8. Entonces, como i ^ 0 
sc debicra tener i > 0 o i < 0, por el axioma 6. Supongamos que i > 0. En 
tonccs tomando x = y=i cn cl axioma 8, tendriamos r > 0, o —1> 0. Su 
mando 1 a ambos miembros (axioma 7), obtendriamos 0> 1. Por otro lado 
aplicando el axioma 8 a — 1 > 0, hallariamos 1 > 0. Tendriamos, pues, 0 > 1 
y tambten 1 > 0. que, por el axioma 6, cs imposible. Asf pues, suponer que 
i > 0 lleva a contradiccidn. [c,Por que la desigualdad — 1 > 0 no era ya una 
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contradiccidn?] Un razonamiento andlogo prueba que no es posible i < 0. Por 
lo tamo, los numeros complejos no pueden ser ordenados de tal suerte que se 
vcrifiqucn los axiomas 6, 7 y 8. 

1.26. EXPONENCIALES COMPLEJAS 

La exponencial e* (x real) ha sido mencionada anteriormente. Deseamos definir 
e * para z complcjo dc tal suerte que las principals propiedades de la funcidn 
exponencial real sc conservcn. Las citadas propiedades dc e* para x real son 
la ley de los exponentes, e r e r ‘ = y la ecuacidn e* = 1. Daremos una 
definicidn de rf para z complcjo que conserve estas propiedades y que se re- 
duzca a la exponencial ordinaria cuando z sea real. 

Si escribimos z = x + iy (x, y reales), entonces para que sc verifique la ley 
de los exponentes dcbcriamos tener e = e r e iw . Oueda entonces por definir lo 
que significa e l * 

Definition 1,‘iO. Si z = x + iy, definimos e* = e*+ ir como el numero com¬ 
plcjo e* = c 9 (cos y + i sen y). 

Esta dcfinicidn* coincide claramcnte con la funcidn exponencial real cuan¬ 
do z cs real (csto cs, y = 0). Probarcmos a continuacidn que la ley de los expo¬ 
nentes sc cumple. 

Teorcma 1.41. Si z, = ■*, + *>, y z, = x a + iy % son dos numeros complejos, 
entonces tenemos 

e tl e ti = 

Demostracidn. 

= e*'(cos y, + i seny,), = e^cos y 2 + i seny 2 ), 

e*i e ii = c* , e* , [cos y, cos y 2 - sen y, sen y 2 
+ /(cos y, sen y 2 + sen y, cos y 2 )]. 

• Es posible dar muchos argumentos para motivar la ecuaddn e tf = cos y + i sen y. Por 
cjcmplo, cscribamos e' 9 = fiy) + igiy ) c intentemos determinar las funciones de variable 
real / y g a fin de que las (eyes usuales de las operaciones con exponenciales reales sean 
aplicablcs lambirfn a las exponendales complejas. Diferendando formalmente se obtiene 
e i9 = g’iy) — ifiy), si suponemos que ( e‘ 9 Y = ie* 9 . Comparando estas dos expresiones para 
e >w , vemos que / y g deben satisfacer las ecuadones fiy) = g’iy), fiy) = — giy). La elimt- 
nacidn de g conduce a fiy) =—/"(>-)- Como deseamos que e* = 1, debemos tener que 
/(0) = 1 y /'(0) = 0. Elio prueba que fiy) = cos y y giy) = — fiy) = sen y. Por supuesto, 
este razonamiento no prueba nada, pero indica ostensiblemente que la definicidn e i% — 
— cos y + i sen y es razonable. 
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Ahora bien, e*>e*> = e** + '*, ya que jc, y x 3 son ambos reales. Ademds, 

cosy, cos y 2 - seny, scny 2 = cos (y, + y 2 ) 

y 

cosy, seny 2 + seny, cos y 2 = sen (y, + y 2 ). 


y por lo tanto 


e*'? x = e* ,+ * J [cos (y, + y 2 ) + isen(y, + y 2 )] = e ,,+x *. 


1.27 OTRAS PROPIEDADES DE LAS EXPONENCIALES COMPLEJAS 
En los tcoremas siguicnlcs z. z„ z, dcsignan numeros complejos. 

Teorema 1.42. e* jamds es cero. 

Demostracidn. e*e~ g = e* = 1. Por lo tanto. e* no puede ser cero. 

Teorema 1.43. Si x es real, entonces \e u \ = 1. 

Demostracidn. |e u |* = cos* x + sen* x = 1, y !e u | > 0. 

Teorema 1.44. e 1 = 1 ji, y sdlo si, z es un multiplo entero de 2ri. 
Demostracidn. Si z = 2 j un, donde n es un entero, entonces 

e* = cos (2 nn) + i sen (2/m) = 1. 

Recfprocamente, supongamos que e* = 1. Esto significa que e* cos y = 1 y 
e* sen y = 0. Como que e M ^ 0, debe ser sen y = 0. y = Ax, donde k es un 
entero. Pero cos (Ax) = (— 1)\ Por lo tanto, e* = (— 1)* ya que e* cos (Ax) = 1. 
Como e* >0, A: debe ser par. Por lo tanto f*=l y entonces x = 0. Esto 
prueba el teorema. 

Teorema 1.45. e*- = e*• si, y sdlo si, z, —Z, = 2 nin (donde n es un entero). 
Demostracidn. e g > = e*‘ si, y sdlo si, e** _, « = 1. 

1.28 EL ARGUMENTO DE UN NCMERO COMPLEJO 

Si el punto z = (x, y) = x + iy se representa en cordenadas polares r y 0, po* 
demos escribir x = r cos 0 c y = r sen 0, es decir, z = r cos 0 + /r sen 0 = re 1 ®. 
Los dos numeros r y 9 determinan a z de forma unica. Recfprocamente. el nu- 
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z°=l, z* +l =z"z, sinZz 0, 

*-■ = (z~'y, siz # 0 y n > 0 . 

El teorema 1.50 cstablccc quc se verifican las rcglas usuales de los ex- 
poncntes. La demostracidn, que se puedc hacer por induccidn, se deja como 
cjercicio. 

Teorema 1.50. Dados dos enteros my n, tenemos, para z 9 ^ 0, 

z-z- = z— y ( z t z 2 y = z\z\. 


Teorema 1.51. Si z^&0, y si n es un entero positivo, entonces existen exac- 
tamente n numeros complejos distintos z e . z„ .... Zn- X (llamados rakes 
n-esimas de z), tales que 

z; =* z, para cada k = 0, I, 2,..., n - I. 

Ademds, estas rcdces son dados por las j dr mu las 


y 


z k - Re 1 *', donde R - \z\ l '\ 


+ 

n n 


(* - 0. - 1). 


nota. Las n rafces n-dsimas dc z estin igualmente cspaciadas sobrc cl cfrculo 
dc radio R = con centra cn cl origen. 

Demostracidn. Los n ntimeros complejos Re l4h , 0<k<n — 1, son distintos 
y cada uno dc ellos cs una rafz n-dsima dc z. ya quc 

( Re 14 -)* = R'e* 4 * = Iz^'t <*>♦*«*! = z. 




El sistema de los numeros reales y el de los complejos 


29 


4. Si x > 0, Log (x) = log (*), ya que = x y arg (x) = 0. 

5. Puesto que |1 + i| = y arg (1 + 0 = e/4. Log (1 + i) = log V 2 + iV/4. 

Teorema 1.54. Si z x Z 2 ^= 0, entonces 

Log (z 2 z 2 ) = Log z, + Log z 2 + 2*in(z l , z 2 ), 
donde n(z„ z 2 ) e/ entero definido en el teorema 1.48. 

Demostracidn. 

Log (z,z 2 ) = log |z,z 2 | + i arg (z,z 2 ) 

= log |zj| + log |z 2 | + i [arg (z,) + arg (z 2 ) + 2n /i(z„ z 2 )]. 


1.31 POTENCIAS COMPLEJAS 

Utilizando los logaritmos complejos, podemos dar ahora una definicidn de las 
potencias complcjas de numeros complejos. 

Definicidn 1.55. Si z^fiO y si w es un mimero complejo cualquiera, defi- 
nimos 

Z" = e wLofX . 

EIEMPLOS 

1. /I = e iLo,l , */«■/*> . 

2 . (- 1) 1 = e' 1 * 1 ’” = e ,t,a> = e- B . 

3. Si n cs un entero, entonces z"* 1 = *<"♦*>l » t t _ ^lo.^lou _ -" 2 ,por lo que la 
definicidn 1.55 no sc contradice con la definicidn 1.49. 

Los dos teoremas siguientes nos suministran las reglas dc cdlculo con po¬ 
tencias complejas: 

Teorema 1.56. Z^Z** = Z* Ci ' f,e ’ si Z^= 0. 

Demostracidn. 

z w,*w 2 _ e (»i *-j)Lot z _ f w, Lotr^wj Icgi _ 2 w i- w » 

Teorema 1.57. Si z,Z a ^0. entonces 

(z,z 2 ) w = 27 z;e 2 ’ r,,r - (I »-^>, 
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donde n(z l# zj es el entero dejinido en el teorema 1.48. 
Demostracidn. 


(zi *jr 


^wLof(Z|< 2 ) _ Z| + Lo*x a -f2«|.i<zt.xj)) 


1.32 SENOS Y COSENOS COMPLEJOS 


Definicidn 1.58. Dado un numero complejo z. definimos 


cos z 


e lt + e 


-lx 


sen z = 


e 11 - e"' 


2 2 i 

nota. Cuando z cs real, estas igualdades concuerdan con la definicidn 1.40, 


Teorema 1.59. Si z = x + iy, entonces tenemos 


cos z = cos x cosh y — i sen x senh y. 
sen z = sen x cosh y + i cos x senh y. 


Demostracidn. 

2 cos z = e iB + e ~ l * 

= e"*(cos x + / sen x) + ^(cos x — i sen x) 

= cos x(e ¥ + e~D — i sen x{e* — e~*) 

= 2 cos x cosh y — 2 1 sen jc senh y. 

La demostracidn para sen z es andloga. 

Mds propiedadcs de los senos y cosenos se dan cn los ejcrcicios. 

1.33 1NF1NITO Y EL PLANO COMPLEJO AMPLIADO C* 

A continuacidn extendemos el sistema de los numeros complejos adjuntando 
un punto ideal designado por el simbolo cx>. 

Definicion 1.60. Por sistema de los numeros complejos ampliado C* en- 
tenderemos el piano complejo C junto con un simbolo co que satisfaga las si- 
guientes propiedades: 

a) Si zeC. entonces se tiene z + oo = z — oo = oo. z/co = 0. 

b) Si z€C, pero z=£0, entonces z(<x>) = cx> y z/0 = oo. 

c) co + co = (co)(co) = co. 
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Definition 1.61. Coda conjunto de C de la forma {z:|z| > r >0} se dena- 
mina entorno de oo, o bola con centro en co. 

El lector puede preguntarse por qu 6 a R le hemos adjuntado dos si'mbolos, 
+ ca y —co. mientras que a C s61o le adjuntamos un simbolo, co. La rcs- 
puesta radica en el hecho de que existe una relacidn de orden < entre nu¬ 
meros reales, mientras que entre numeros complejos no sucede lo mismo. Para 
que ciertas propiedades de los numeros reales que involucran la relacidn < 
sc verifiquen sin excepcidn, es nccesario disponer de dos si'mbolos, + oo y —oo. 
tales como los definidos anteriormcntc. Ya hemos mencionado, por cjcmplo, 
que cada conjunto no vaefo tiene un sup en R*. 

En C resulta mds conveniente disponer de un solo punto ideal. A modo 
de ilustracidn. recordemos que la proycccidn estercogrdfica establece una co- 
rrespondcncia uno a uno entre los puntos del piano complcjo y los puntos 
de la supcrficie de la esfera, distintos del Polo Norte. La aparente excepcidn del 
Polo Norte puede ser eliminada considcrdndolo la imagen geomdtrica del punto 
ideal oo. Asf conseguiremos una correspondence uno a uno entre cl piano 
complcjo ampliado C* y la supcrficie total de la esfera. Es evidente, desdc un 
punto geomdtrico, que si el Polo Sur se coloca en el origen del piano comple- 
jo, el exterior de un «amplio» cfrculo en el piano se colocard, por proycccidn 
estercogrdfica. cn un «pcqucno» casquctc csfdrico alrcdcdor del Polo Norte. 
Elio ilustra con claridad por qud hemos definido un entorno dc co mediante 
una dcsigualdad dc la forma |z| > r. 


EJERCICIOS 


Enferos 

1.1 Dcmostrar que no existe un primo mdximo. (Una demostracidn era conocida 
por Euclidcs.) 

1.2 Si n es un cniero positivo. probar la identidud algebraica 

o" - b’ = (o - h) 23 a 

(To 

1.3 Si 2"— 1 es primo, probar que n es primo. Un primo de la forma 2 p — 1, 
donde p es primo, se llama un primo de Mersenne. 

1.4. Si 2" + 1 es primo, entonces n es una potencia de dos. Un primo de la for¬ 
ma 2 2 * + 1 se llama un primo de Fermat. Indication: Utilizar el ejcrcicio 1.2. 

1.5 Los numeros dr Fibonacci 1, 1. 2. 3. 5, 8, 13, .... son definidos rccursiva- 
mente por la formula .r„+| ~ .r. + .v B _ ,.con .v, = x 2 = I. 

Probar que (.r„, .r n+l ) = I y que x m ~(a” - h H )!(a - b). donde a y b son las raices 
dc la ccuacidn x : - x - I 0 . 
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1.6 Probar que cada conjunto no vacfo dc niimeros enteros positivos posee pri¬ 
mer elemento. Este es el principio de buena ordenacidn. 


Numeros rationaes e irracionales 

1.7 Hallar el niimero racional cuya expresidn decimal cs 0,3344444... 

1.8 Probar que la expresidn decimal de x terminal en ceros (o cn nueves) si, 
y sdlo si, x es un niimero racional cuyo denominador cs dc la forma 2"5*\ dondc 
my n son enteros no negativos. 

1.9 Probar que V2 + v3 es irracional. 

1.10 Si a, b. c, d son racionales y si x es irracional, probar que (ax + b)j(cx + d) 
es, en general, irracional. ^Cuindo se dan las excepciones? 

1.11 Dado un numero real cualquiera x > 0, probar que hay un irracional entre 
0 y x. 

1.12 Si a/b <cld con b > 0, d > 0, probar que (a + c)l(b + d) esti entre a/b 
y c/d. 

1.13 Sean a y b enteros positivos. Probar que v2 esti siempre entre las dos frac- 

ciones a/b y (a + 2 b)l(a + fraccidn esti mis prdxima a -J 2? 

1.14 Probar que V/i - I + Vn + les irracional para todo entero 1. 

1.15 Dado un niimero real x y un entero N > 1, probar que existen enteros h y k 

con 0 <k<,N tales que \kx — h\ < \/N. Indicacidn. Considerar los N + 1 nii¬ 
meros rx — [rx] para t = 0. 1, 2. N y probar que algun par difiere a lo mis 

1/N. 

1.16 Si x es irracional, probar que existe una infinidad de niimeros racionales hlk 

con k > 0 talcs que |x — hlk\ < 1/A*. Indicacidn. Suponer que sdlo existe un nii¬ 
mero finito hjk t . h r /k r y aplicar el cjercicio 1-15 para llegar a contradiccidn, 

con N > 1/S, donde 8 es el menor de los niimeros \x — hjk^. 

1.17 Sea x un niimero racional positivo de la forma 


n 



dondc cada a k es un entero no negativo con a k < k — 1 para k ^ 2 y a n > 0. 
Sea [x*] cl mayor entero contcnido en x. Probar que a, = [*J, que a k = [k\ x] — 
k [(A— 1 )! x] para k = 2 , .... n. y que n es el menor entero tal que /i! x es entero. 
Reciprocamente, probar que cada numero racional positivo x puede ser expresado 
en esta forma de una manera y una sola. 


Cotas superiores 

1.18 Probar que el sup y el inf de un conjunto, si existen, son linicos. 

1.19 Hallar el sup y el inf de cada uno de los siguientes conjuntos de niimeros 
reales: 

a) Todos los niimeros de la forma 2 -p +3“«+5 -r ,donde p. q y r toman todos 
los valores enteros positivos. 
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Numeros complejos 

1.27 Expresar los siguientes numeros complejos en la forma a + bi. 

a) (I + if b) <2+ 30/(3-40, 

c) P + d) J(l + 0/0 +*—). 

1.28 En cada caso, detcrminar lodos los valores reales x e y que satisfacen la rela- 
cidn dada. 

100 

a) x + iy = |x - iy\, b ) x + iy = (x - iy) 2 , c > £'* = •* + iy. 

1.29 Si z = x + iy. icy reales, cl complejo conjugado de z es el niimero complejo 
z = x — iy. Probar que: 

a) z x 4- z 2 = f, + * 2 . b) * f,J 2 . c) zl » \z\ 2 , 

d) z + z = al doblc de la parte real de z. 

e) (z — z)// = a! doblc de la parte imaginaria de z. 

1.30 Describir geom£tricamente el conjunto de los mimeros complejos z que satis¬ 
facen cada una dc las condiciones siguientes: 

a) |z| - 1, b) |z| < I. c) |r| £ 1, 

d) z + I - I, e) z - 1 - /, 0 i + z = |r| 2 . 

U1 Dados trcs numeros complejos z,, z,, z, tales que |z,| = |z,| = |z,| = 1 y 
Z, + z a + Zj = 0. probar que estos tres mimeros son los vertices de un tridngulo 
cquilitero inscrito en el cfrculo unidad y centrado en el origen. 

1.32 Si a y b son mimeros complejos. probar que: 

a) \a - 6| a £ <1 + lal'KI + l*l J )- 

b) Si a 0. entonces \a + b\ = |a| + |A| si, y sdlo si. bja es real y no ne- 
gativo. 

1.33 Si a y b son numeros complejos. probar que 

\a-b\ = \] - ab\ 

si. y sdlo si. |a| = 1 o |£| = 1. <\Para qui numeros a y b es vilida la desigualdad 
|a — b\ <|1 — d 6 |? 

1.34 Si a y c son mimeros reales constantes, b es complejo, probar que la ecuacidn 

azz + bz + 6z + c = 0 (a * 0. z = x + iy) 
representa un cfrculo en el piano xy. 

US Recordemos la definicidn de la inversa de la tangente: dado un niimero 
real t. tg -, (/) es el unico mimero real 6 que satisface las dos condiciones siguientes: 

- * 2 < 0 < + *g 0 = r. 



36 


El sistema de los numeros reales y el de I os complejos 


iii) Si a cs un cnlcro, probar que la formula de (i) se verifica sin necesidad 
de imponer rcstricciones a d. En esie caso se conoce como el leorema de 
Moivre. 

1.45 Ulilizar el teorema dc Moivre (ejcrcicio 1.44) para obtener las identidades 
trigonomdtricas 

sen 3d = 3 cos 3 6 sen d — sen 3 0, 
cos 3d = cos 3 d — 3 cos d sen 3 d 


vdlidas para todo 6 real. <,Son vdlidas si d es complejo? 

1.46 Dcfinimos tg z = (sen z)/(cos z) y probar que, para z = x + iy, se tiene 

sen 2x + i scnh 2 y 

ig z =- 

cos lx + cosh ly 

1.47 Sea >»• un numero complejo dado. Si w^= ± 1, probar que existen dos valores 
de z = x + iy que satisfacen las condiciones cos z = w y — r < *< + r. Hallar 
estos valores cuando w = i y cuando w = 2. 

1.46 Demostrar la identidad de Lagrange para niimeros complejos: 

Y, °* A *| = it, il i**' 1 - £ i«A - °Al 2 - 

k -1 I A-I 4-1 

Utilizarla para deducir la desigualdad de Cauchy-Schwarz para niimeros complejos. 
1.49 a) Probar. utilizando la ecuacidn de la parte imaginaria dc la formula dc 
Moivre. que 

sen nO = sen- d|^jcotg"-‘d - ^cotg*“*0 + |”jcotg--*d - + --.J . 

b) Si 0 < d < r/2, probar que 

sen (2m + I) B = sen 3 "*' 6P m (cotg 3 d) 
donde P„ es el polinomio de grado m dado por 

PM - ( 2 7 ') - ( 2m 3 + ') + ( 2m 5 + ‘) - + ••• 

Utilizar estc resultado para demostrar que P m tiene ceros en los m puntos 
distintos x k = cotg 3 {zklllm + 1)} para A: = 1, Z...» m. 

c) Demostrar que la suma de los ceros de P „ vicne dada por 

S " cotg 3 -^— = "* 2m ~ ! > 

2m + 1 3 

y que la suma de sus cuadrados vicne dada por 


2>. g 


« nk _ m(2m - l)(4m 2 + 10m — 9) 
2m + 1 ” 45 
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nota. Estas identidades pueden utilizarse para demostrar que i n ~ 2 — n 2 /6 y 
Y* m i n~* = 7i*/90. (Vcr ejercicios 8.46 y 8.47.) 

1.50 Probar que z" — 1 = II?- 1 ~ e 2 *“ / *) para todo complejo z. Ulilizar esto 

para deducir la formula 

"ll'sen-? = -Aj parana 2 . 
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CAPITULO 2 


Algunas nociones basicas 
de la teoria de conjuntos 


2.1 INTRODUCCION 

A1 cstudiar las distintas ramas dc la Matcmltica es util mancjar la notacidn 
y la terminologfa dc la Teoria dc conjuntos. Esta teoria. dcsarrollada por 
Boole y por Cantor a finales del siglo diccinucvc, ha tenido una gran influen- 
cia cn el dcsarrollo de las matemiticas del siglo veinte. Ha unificado muchas 
ideas, aparentemente desconexas, y ha ayudado a reducir muchos conceptos 
matcmiticos a sus fundamentos Idgicos dc una manera elegante y met6dica. 

No daremos un dcsarrollo sistemitico de la teoria de conjuntos; nos limi- 
taremos a discutir algunos de sus conccptos bisicos. El lector que desee ex¬ 
plorer estc terreno mis ampliamente puede consultar las referencias del final 
dc este capftulo. 

Una colcccidn dc objetos, considcrados como una sola entidad, se llamard 
conjunto. Los objetos de la colcccidn sc Hamarin elementos o miembros del 
conjunto y diremos que pertenecen al conjunto o que estiin contenidos en 41. 
El conjunto, a su vez se dice que, los contiene o esta compuesto por sus ele¬ 
mentos. Nuestro interds radica, principalmcntc, en los conjuntos de entes ma- 
temiticos; csto es. conjuntos de numeros, puntos, funciones, curvas, etc. Sin 
embargo, como la mayor parte de la teoria de conjuntos no depende dc la 
naturaleza de los objetos individuales de la coleccidn, supone una gran eco- 
nomfa de imaginacidn estudiar conjuntos cuyos elementos puedan scr dc cual- 
quier tipo. Es a causa de esta cualidad de generalizacidn por lo que la Teoria 
de conjuntos ha tenido un efccto tan grande cn la mayor parte de los desa- 
rrollos matemiticos. 

2.2 NOTACIONES 

Los conjuntos los designaremos, usualmente, por medio de letras mayusculas: 

A, B, C,..., X, Y, Z, 
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y los elementos por medio de letras minusculas: a, b, c, ..., x, y, z. Sc escri¬ 
be x ES para indicar que ax es un elemento de S», o que ax pertenece a S*. 
Si x no pertenece a S, se escribe x$S. A veces para designar un conjunto es- 
cribiremos sus elementos entre Haves: por ejemplo, el conjunto de los enteros 
pares positivos menores que 10 se exprcsa por medio de (2. 4, 6, 8}. Se escri¬ 
be S = {x: x satisface a P } para indicar que S es la coleccidn de los x para 
los cuales se verifica la propiedad P. 

A partir de un conjunto dado es posible formar nuevos conjuntos, Uama- 
dos subconjuntos del conjunto dado. Por ejemplo, el conjunto de todos los 
enteros positivos menores que 10 que son divisiblcs por 4. es decir, {4, 8), es 
un subconjunto del conjunto de los enteros pares positivos menores que 10. 
En general, decimos que un conjunto A es subconjunto de B, y se escribe 
A c B, si todo elemento de A pertenece a B. La afirmacidn A c B no elimi- 
na la posibilidad de que sea BQ A. De hecho, son siraultdneas A c B y B c A 
si, y s61o si, A y B tienen los mismos elementos. En estc caso, decimos que 
A y B son iguales y escribimos A = B. Si A y B no son iguales, escribi- 
mos A rjL B. Si A c B, pero Ay^B. entonces se dice que A es un subconjunto 
propto de B. 

Convicnc considcrar la posibilidad de un conjunto sin elementos: tal con¬ 
junto se llama conjunto vacio y sc lc considcra. por convcnio, subconjunto 
de todo conjunto. El lector puede hallar util imaginar un conjunto como una 
caja que conticne ciertos objetos. sus elementos. El conjunto vaefo es, enton¬ 
ces, una caja vaefa. El conjunto vaefo se designa por el sfmbolo 0. 

2.3 PARES ORDENADOS 

Consideremos un conjunto de dos elementos a y b; es decir, cl conjunto [a, b }. 
En virtud de nuestra definicidn de igualdad, este conjunto es igual al conjun¬ 
to {b, a), ya que no se halla involucrada la cuestidn del orden. Sin embargo, 
es necesario considerar tambidn conjuntos de dos elementos en los que el orden 
sea importantc. Por ejemplo. en Geometria analftica plana, las coordcnadas 
(*. y) de un punto representan un par ordenado de numcros. El punto (3, 4) 
es distinto del punto (4, 3), mientras que el conjunto {3, 4} es el mismo que 
cl conjunto (4, 3). Cuando deseemos considerar un conjunto de dos elemen¬ 
tos a y b, ordenados, escribiremos los elementos entre partntesis: {a, b). En- 
tonccs a es cl primer elemento y b el segundo. Es posible dar una definicidn 
dc par ordenado de objetos (a. b) que involucre tan s61o el lenguaje de la 
teoria de conjuntos. Tal definition es la siguiente: 


Definition 2.1. 


(a, b) = {{a}, { a , b }}. 



Algunas nociones basicas de la teoria de conjuntos 


41 


Esta definition establece que (a, b) es un conjunto quc contiene dos cle- 
mentos {a)y{a, b }. Utilizando dicha definicidn sc puedc dcmostrar cl siguicntc 
teorcma: 


Teorema 2.2. (a, b ) = (c, d) si, y sdlo si, a = c y b = d. 

Estc tcorcma muestra quc la definicidn 2.1 es una dcfinicidn «razonablc» 
dc par ordenado, en cl scntido dc quc cl objeto a sc distingue del objeto b. 
La demostracidn del teorcma 2.2 es un cjcrcicio instructive para el lector. (Vcr 
ejcrcicio 2.1.) 

2.4 PRODUCTO CARTESIANO DE DOS CONJUNTOS 

Dejinicion 2.3. Dados dos conjuntos A y B, llamaremos producto cartesia- 
no dc A y B, y to representaremos A X B, al conjunto de todos los pares ordc- 
nados {a. b) tales que aE A y b E B. 

Ejemplo. Si R represent el conjunto de todos los numeros reales, entonces 
a R X R le corresponde el conjunto dc todos los ntimeros complcjos. 

2.5 RELACIONES Y FUNCIONES 

Scan x e y numeros reales, de modo que el par ordenado ( x, y) pueda ser in- 
terpretado como las coordenadas rcctangularcs de un punto del piano xy (o 
como un numero complejo). Encontramos, con frccucncia, cxprcsioncs talcs 
como 


xy = l, x 2 + y 2 = 1, x 2 + y 2 <. I, x < y. (a) 

Cada una de estas expresioncs determina un cierto conjunto de pares ordc- 
nados (x, y) dc numeros rcalcs; cs deeir, cl conjunto dc todos los pares ordena- 
dos (x, ,v) pjara los quc la expresidn se satisface. Un tal conjunto de pares ordc- 





x 2 + y 2 < l 


xy - i 

Flgura 2.1 


r 2 + y 2 = 1 


*< y 
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Si (F) es un subconjunto de un producto cartesiano A X B, entonces F 
es una funcidn de dos variables. En este caso los valores de la funcidn se de- 
signan por F{a, b ) en vez de F((a, b )). Una funcidn de dos variables reales es 
aquella cuyo dominio es un subconjunto de R X R. 

Si S es un subconjunto de ‘D(F), diremos que F esti definida en S. En este 
caso, el conjunto de los F(x) con x G S se denomina imagen de S por F y se 
designa por F(S). Si T es un conjunto cualquiera que contengaa F(S), enton¬ 
ces F se llama tambidn aplicacidn de S en T. Esto se expresa, corrientemente, 
escribiendo 

F:S->T. 

Si F(S) = T, se dice que la aplicacidn es sobre T. Una aplicacidn de S en sf 
mismo se denomina a veces transformacidn. 

Consideremos, por ejemplo, la funcidn de una variable compleja definida 
por la ecuacidn F(z) = z*. Esta funcidn aplica cada sector S de la forma 
0 < arg (z) < a < rr/2 del piano complejo z sobre un sector F(S) dcterminado 
por las dcsigualdades 0 < arg [F(z)] < 2a. (Ver Fig. 2.2.) 



Figure 12 

Si dos funcioncs F y G satisfacen la relacidn de inclusidn GQF, se dice 
que G es una restriccidn de F o que F es una extension de G. En particular, 
si S es un subconjunto de ‘D(F) y si G estd definida por la ecuacidn 

G(x ) = F(x) para todo x de S, 

entonces se dice que G es la restriccidn de F a S. La funcidn G consta de los 
pares de la forma (x, F(x)), con x € S. Su dominio es S y su recorrido es F(S). 

2.7 FUNCIONES UNO A UNO E INVERSAS 

Dcfinicion 2.7 . Sea F una funcidn definida en S. Se dice que F es uno a 
uno en S si, y solo si, para todo x e y de S. 




F(x) = F(y) implica x = y. 
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Esto equivale a decir que una funcidn quc es uno a uno en S asigna valo- 
res distintos a clcmcntos dc 5 distintos. Estas funciones sc llaman tambidn m- 
yectivas. Son importantes pucsto quc, como vcrcmos cn seguida, posecn inver- 
sas. Sin embargo, antes de establecer la definition de invcrsa de una funcidn, 
conviene introducir una nocidn mas general, quc cs la de inversa dc una re¬ 
lation. 

Definition 2.8. Dada una relacidn S. la nueva relacidn S definida por 

S - {(a. b ): (b, a) e S } 


se llama la inversa de S. 

Asf.un par ordenado ( a , b) pcrtcnccc a S si, y s61o si, cl par con los ele- 
mentos invertidos, (b, a), pertcnccc a S. Cuando S es una relacidn plana, esto 
significa, simplcniente. quc cl grafo dc 5 es c! simdtrico del grafo dc S con res- 
pecto a la recta y = x como cjc de simetrfa. En la relacidn definida por x < y, 
la relation inversa se define por y < x. 

Dcfinicion 2. 9. Supon^amos quc la relacidn F es una funcion. Considerc- 
mos la relacion inversa F, que puede ser o no ser una funcidn. Si f es tarn- 
bidn una funcidn, entonces F se llama inversa de F y se designa por F~'. 

La Figura 2.3(a) ilustra un ejemplo de una funcidn F para la quc F no es 
funcidn. En la Fig. 2.3(b) tanto F como su inversa son funciones. 

El siguicntc tcorcma nos dice quc toda funcidn quc sea uno a uno en su 
dominio posce, siempre. una inversa. 




Figura 2J 
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de F, esto es, el conjunto {F( 1), F(2), F(3), se designa tambiin por {F„ F„ 

Fj, ...}, y el valor F n se llama el termino n-esimo de la sucesidn. 

Por motivos dc brcvcdad, usaremos cn ocasioncs la notacidn {F„} para 
designar la sucesidn infinita cuyo tdrmino n-dsimo es F w . 

Sea s = {j b } una sucesidn infinita, y sea k una funcidn cuyo dominio es 
el conjunto de los enteros positivos y cuyo recorrido es un subconjunto del 
conjunto dc los enteros positivos. Supongamos que k «conserva el orden* o, 
con otras palabras. «es creciente», esto es, supongamos que 

k(m) < k(n), si m < n. 

La funcidn compuesta s°k cstd dcfinida para todo entero n> 1, y para cada 
uno de tales n se tiene 

(s ® k)(n) = s k(my 

Una tal funcidn compuesta se llama una subsucesidn de s. Dc nuevo. por mo¬ 
tivos dc brcvcdad, utilizaremos a mcnudo, lo notacidn {$*(,,,} o {j kn } para 
designar la subsucesidn dc {.*,} cuyo n-dsimo tdrmino cs 

Fjemplo. Sea s = ( 1//?} y sea k dcfinida por k(n) = 2 \ Entonccs sok = (1/2"). 

2.10 CONJUNTOS COORDINABLES (EQUIPOTENTES) 

Definition 2.14. Dos conjuntos A y B son coordinates, o equipotentes, y se 
escribe A ^ B si, y sdlo si, existe una funcidn uno a uno F cuyo dominio es 
el conjunto A y cuyo recorrido es el conjunto B. 

Sc dice tambidn que F establece una correspondfncia uno a uno entre los 
conjuntos A y B. Es claro que cada conjunto A es coordinate consigo mis- 
mo (tomar como F la funcidn «identidad» dcfinida por F(.r) = x para todo x 
de A). Adcmis, si A ^ B entonces B ^ A, ya que si F es una funcidn uno 
a uno que hace a A coordinate con B, entonces F~ l hard B coordinate con A. 
Tambidn, si A ^ B y si B ^ C, entonces A ^ C. (La demostracidn se deja al 
lector.) 

2.11 CONJUNTOS FINTTOS E EVFTNITOS 

Se dice que un conjunto S es finito y que conticne n elementos si 

5 - {1,2,..., if). 

El entero n se llama numero cardinal o simplemente cardinal de S. Es un ejer- 
cicio fdcil demostrar que si {1. 2.n) ^ {1. 2.m) entonces m = n. Por 
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lo lanto, el cardinal de un conjunto finito esli bien definido. El conjunto vacfo 
se considera tambten finito. Su cardinal sc define por 0. 

Los conjuntos que no son finitos sc llaman infinitos. La diferencia princi¬ 
pal entre ambos cs que un conjunto infinito puede scr semejante a alguno de 
sus subconjuntos propios, mientras que un conjunto finito nunca podrd ser se¬ 
mejante a uno de sus subconjuntos propios. (Ver ejercicio 2.13.) Por ejcmplo, 
el conjunto Z + de todos los enteros positivos es semejante al subconjunto pro- 
pio {2. 4, 8, 16, ...} formado por las potencias de 2. La funcidn uno a uno F 
que los hace semejantes esti definida por F(x) = 2' para cada x de Z + . 

2.12 CONJUNTOS NUMERABLES Y NO NUMERABLES 

Un conjunto S se dice que es infinito numerable si es coordinate con cl con¬ 
junto de todos los enteros positivos; esto es, si 

S~ (1,2, 3,...}. 

En este caso existe una funcidn / que establece una correspondence uno a uno 
entre los enteros positivos y los clementos dc S ; por consiguientc, el conjunto S 
puede ser descrito como sigue: 

5 = {/(l)./(2)./(3),...). 

A menudo se utilizan subindiccs y f{k ) sc designa por a* (o por otra notacidn 
semejante) y sc escribe, cntonces. S = {a„ a a . a„ ...}. Lo importante aquf es 
que la correspondencia nos permite utilizar los enteros positivos como aetique- 
tas» de los elementos de S. Un conjunto infinito numerable se dice que tiene 
cardinal N 0 (tease: dlef subcero). 

Definicion 2.15. Un conjunto S es numerable si es o bien finito o bien infi¬ 
nito numerable. Un conjunto que no sea numerable se llama no numerable. 

Las palabras numerable y no numerable son sustituidas a veces por conta- 
blc y no contablc. 

Teorema 2.16. Todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable. 

Demostracidn. Sea S un conjunto numerable dado y supongamos que A^S. 
Si A es finito, no hay nada que demostrar, por lo tanto podemos suponer 
que A es infinito Go cual significa que S tambten lo es). Sea s = (sw) una su- 
cesion infinita de terminos todos distintos tal que 


S — {$|, s 2 , • • • }• 
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Se define una funcidn en el conjunto de los enteros positivos como sigue: 

Sea fc(l) el menor entero positivo m tal que s m EA. Suponiendo que A:(l), 

k( 2). k(n — 1 ) han sido dcfinidas, sea k(n) el menor entero positivo m > 

k(n — 1) tal que s m EA. Entonces k conserva el orden: m>n implica k(m) 
> k(n). Se forma entonces la funcidn compuesta s°k. El dominio de 
es el conjunto de los enteros positivos y el recorrido de s° k es A. Aderods, 
s ° k cs uno a uno, ya que 


implica 


j[£(n)] = i[*(m)], 

S k(m) ~ S k{m)t 


que significa k(n) = k(m), y esto implica n = m. Esto prueba el teorcma. 


2.13 EL CONJUNTO DE LOS NOMEROS RE ALES 
NO ES NUMERABLE 


El siguicnte teorcma demuestra que existen conjuntos infinitos no numerables. 
Teorema 2.17. El conjunto de todos los numeros reales no es numerable. 


Demostracidn. Es suficiente demostrar que el conjunto de los x que satisfa- 
cen 0 < x < 1 es no numerable. Si los numeros rcales de este intervalo fuesen 
numerables, cxistiria una succsidn s = {sn) cuyos tdrminos constituirfan todo 
el intervalo. Probaremos que esto es imposible construyendo, dentro del inter¬ 
valo, un numero real que no sea ttfrmino de esta sucesidn. Una vez cscritos 
los s n como decimalcs infinitos: 


s„ = 0.u m ^u m 2 u m .i .... 

donde cada w n>1 es 0, 1 , .... o 9, consideramos el numero real y cuya expresidn 
decimal es 

y = O.P 1 P 2 P 3 • ••• 


donde 



si Un* * 

s* = 1- 


Entonces ningun tdrmino de la sucesidn {Sn} puede ser igual a y, ya que y di- 
fiere de en el primer decimal, de s, en el segundo decimal, .... de s* en el 
/z-^simo decimal. (Una situacidn como s n = 0,1999... e y = 0,2000... no puede 
darse por la manera como han sido elegidas las r«.) Como 0 < y < 1, el tco- 
rema queda demostrado. 
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Definition 2.21. Si F es una coleccion arbitraria de conjuntos, la intersec- 
cidn de F se define como el conjunto cuyos elementos son los elementos que 
pertenecen a todos los conjuntos de F, y se designa por 



La iotersecci6n de dos conjuntos A x y A a se desgina por A x rA 2 y consta 
dc los elementos comunes a ambos conjuntos. Si A x y A, no tiencn elementos 
comuncs, cntonccs A x n A 7 es el conjunto vaci'o y A x y A a se llaman disjuntos. 
Si F es una colcccidn finita (como mis arriba), se escribe 



AtF fc-l 


y si F es una coleccidn numerable, se escribe 



Si los conjuntos dc la colcccidn carcccn dc elementos comuncs, su intcrseccidn 
es cl conjunto vacfo. Nuestras definicioncs de reunidn e intcrseccidn son, adc- 
mis. aplicables cuando F no es numerable. Por el modo como se han definido 
las reuniones y las intersecciones. las leyes conmutativas y asociativas se satis- 
faccn automdticamente. 

Definition 2.22. El coniplemento de A relutivamente a B, designado por 
B — A, se define como el conjunto 


B - A - (x : x e B, pero x t A). 


Ndtese que B — (B — A) — A siempre que A^B. Ndtese tambten que B — A 
= B si B n A es vacfo. 


Las nociones dc rcunidn, intcrseccidn, y complementary cstin ilustradas cn 
la Fig. 2.4. 



i /: 


i n H 


It 


Fiyura 2.4 
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Teorema 2.23 . Sea F una coleccidn de conjuntos. Entonces para cada con- 
junto B, se tiene 


y 


b - u * = n (b - .<). 

AtF AtF 

B - n A = U (B - A). 

AtF AtF 


Demostracidn. Sea S = \J A , r A, T = C\ 4 , r {B — A). Si xEB — S, entonces 
xEB, pero x(£S. Por lo tanto, no es cierto que x pertenezea a uno, por lo 
menos, de los A de F; por lo tanto x no pertenece a ninguno de los A de F. 
Luego, para cada A de F, xEB — A. Pero esto implica que xET, luego 
B — Scj. Deshaciendo los pasos, sc obticne que TQB — S, y esto demues- 
tra que B — S = T. Para demostrar la segunda afirmacidn, utilizar un argu¬ 
ment© semejante. 


2.15 COLECCIONES NUMERABLES DE CONJUNTOS 
NUMERABLES 

Dejinicion 2.24. Si F es una coleccidn de conjuntos tal que, cada dos con¬ 
juntos de F distint os, son d isjuntos, se dice entonces que F es una coleccidn 
de conjuntos disjuntos. 

Teorema 2J25. Si F es una coleccidn numerable de conjuntos disjuntos, tal 
como F = (A lf A 3 . ...}, en la que cada con junto A n es numerable, entonces 
la reunidn \J?., A k es tambiin numerable. 

Demostracidn. Sea A n = a 2 n = 1, 2,... ,y sea S = U"-i A k 

Entonces todo elemento x de S est4 en uno de los conjuntos de F y, por lo 
tanto. x = a*., para un cierto par de cntcros (m. n). El par (m. n) esti unf- 
vocamcnte determinado por x, ya que F es una coleccidn de conjuntos dis¬ 
juntos. Por lo tanto la funcidn / definida por f(x) = (m. n) si x = a m n , x E S, 
tiene dominio S. El recorrido /(S) es un subconjunto deZ*xZ + (donde Z’cs el 
conjunto de los enteros positivos) y por lo tanto es numerable. Pero / es uno 
a uno y por consiguiente S ^ f{S), que equivale a decir que S es numerable. 

Teorema 2.26. Si F = {A lt A 3 , ...} es una coleccidn numerable de conjun¬ 
tos, sea G = {f?„ B 2 . ...}, donde B x = A x y, para n > 1, 
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Una relacidn que sea reflexiva, simdtrica y transitiva se llama relacidn de equiva- 
lencia. Determinar cull de estas propiedades satisface S. si S es el conjunto de todos 
los pares de mimeros reales (x, y ) tales que 

a) x < y, b ) x < y, c) x < \y], 

d) .v 2 + y 2 = I, e) x 2 + y 2 < 0, f ) x 2 + x = y 2 + y. 

23 Las siguientes funciones F y G estdn definidas para todo niimero real x por 
las ecuaciones dadas. En cada uno de los casos en que la funcidn compuesta G ° F 
pueda definirsc, dar el dominio de G ° F y una fdrmula (o formulas) para (G o F)(x). 

a) Fix) = \ - x, G(x) = x 2 + 2x. 

b) F{x) = * + 5. Gix) •= \x\/x, s\x * 0, G( 0) = I. 

OFW-P*- ,*°* x *± «*)-(**• 

(1. en los casos restantes, (0, en los casos restantes. 

Hallar F(x) si G(x) y G[F(*)] vienen dados por: 

d) G(x) - a: 5 , C[F(a)] - x 3 - 3x’ + 3x - I. 

e) G(x) = 3 + x + x 1 , G[F(x)] - x 2 - lx + S. 

2.4 Dadas tres funciones F, G. H, j.qu4 restricciones deben imponerse a sus domi- 
nios para que las cuatro funciones compuestas que siguen estdn definidas? 

GoF, H*G, H*(GoF), (H*G)*F. 

Suponiendo que sea posible definir H o (G « F) y (H o G) *> F, probar la ley asociativa 

Ho(G•> F) = (H*G)*F. 

2.5 Probar las siguientes identidades de la teorfa dc conjuntos para reuniones c in- 
terseccioncs: 

a) A v (B v C) = (A v B) v C, A r (B n C) = (A n B) n C. 

b) A n (B v C) = (A n B) v (A n C). 

c) (A v B) r (A v C) = A v (B n C). 

d) (A v B) r (B v C) n (C u A) - (A r\ B) (A n C) u (B n C). 

c) A r (B - C) = (A n B) - (A rs C). 

f) (A - C)n(B - C) = (A r B) — C. 

g) (A — B) kj B = A si, y sdlo si, BCA. 

2.6 Sea f:S -* T una funcidn. Si A y B son subconjuntos arbitrarios de S. pro- 
bar que 

f{A u B) = f(A) vf{B) y f{A r\B) S f(A ) n f[B). 
Gcncralizar cstc rcsultado al caso dc reuniones e intersecciones arbitrarias. 
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2.18 Sea S la coleccidn de todas las sucesiones cuyos t^rminos sean los enteros 0 y I. 
Probar que S es no numerable. 

2.19 Probar que los siguientes conjuntos son numerables: 

a) el conjunto de todos los cfrculos del piano complejo de radio racional y de 
centre de coordenadas racionales, 

b) toda coleccidn de intervalos disjuntos de longitud positiva. 

2.20 Sea / una funcldn a valores reales definida para todo x del intervalo 0 ^ x <, 1. 
Supongamos que existe un niimero positivo M que verifica la siguiente propiedad: 
para cada eleccidn, con un niimero finlto de puntos x t , x a , .... x n del intervalo 
0 £ x ^ 1, la suma 

!/(*,) + •••+ /(*.)! £ M. 

Sea S el conjunto de los x de 0 £ x ^ 1 para los que f(x) ¥= 0. Probar que S cs 
numerable. 

2.21 Hallar la falada de la siguiente tdemostracidn* de que el conjunto de todos 
los intervalos de longitud positiva es numerable. 

Sea {*,, x v ...) el conjunto numerable de todos los niimeros racionales y sea / 
un intervalo de longitud positiva. Entonces / contiene una infinidad de puntos ra¬ 
cionales x H , pero de entre estos habrtl uno que tendri un Indice n mini mo. Definimos 
una funcidn F por medio de la ecuacidn F(l) *= n. si x n es el niimero racional de 
menor fndicc que pertencce al intervalo /. Esta funcidn establece una correspon- 
dencia uno a uno entre el conjunto de todos los intervalos y un subconjunto dc los 
enteros positivos. Por lo tanto el conjunto de todos los intervalos es numerable. 

122 Sea S la coleccidn dc todos los subconjuntos de un conjunto dado T. Sea 
f:S-+ R una funcidn a valores reales definida en S. Sc dice que la funcidn f cs 
aditiva si f(A U B) = f(A) + f(B ) siempre que A y B sean subconjuntos disjuntos 
de T. Si / es aditiva, probar que, para todo pat dc subconjuntos MyB.se tiene 

f(A vB) - /(A) + f(B - A) y ftA v B) = /(A) + f{B) - f{A n B). 

2.23 Aludimos al ejercicio 2.22. Suponemos que / es aditiva y suponemos ademds 
que las siguientes relacioncs se verifican para dos subconjuntos particulares A y 
B de T : 

/(A yj B) - /W + /(*') - AAW(B') 

/(A nB ) - flA)f(B), /(A) + /(B) * f(T), 

donde A'= T — A , B' = T — B. Probar que estas relaciones determinan f(T), y 
calcular cl valor de /(T). 
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CAPITULO 3 


Elementos de topologia 
en conjuntos de puntos 


3.1 INTRODUCCION 

La mayor parte del capftulo anterior trata de conjuntos iabstractos», esto es. 
conjuntos de objetos cualesquicra. En estc capftulo consideraremos conjuntos 
de numeros reales, conjuntos de numeros complejos y, en general, conjuntos en 
espacios de mds dimensiones. 

En este estudio cs conveniente y titil utilizar la terminologfa geomdtrica. 
Asi, hablaremos de conjuntos de puntos de la recta real, conjuntos de puntos 
del piano, o conjuntos de puntos de espacios de mayor niSmcro de dimensio¬ 
nes. Mds adelante esludiaremos funciones definidas en conjuntos de puntos, y 
cs conveniente poseer un cierto conocimiento acerca de algunos tipos funda¬ 
mentals de conjuntos de puntos. tales como conjuntos abiertos, conjuntos ce- 
rrados y conjuntos compactos, antes de abordar cl estudio de las funciones. 
El estudio de estos conjuntos se llama topologia en conjuntos de puntos. 

3.2 EL ESPACIO EUCL1DEO R" 

Un punto del espacio bidimensional es un par ordenado de numeros reales 
(x„ j-,). Andlogamcnte. un punto en un espacio tridimensional es una tema or- 
denada de numeros reales: (jr t . x a ). Es. pues, adecuado considerar una 
/i-pla ordenada de numeros reales y referirnos a dl como a un punto del espa¬ 
cio /i-dimensional. 


Definicion 3.1. Sea n > 0 un entero. Un conjunto ordenado de n numeros 
reales (*,. x , .... x n ) se llama punto n dimensional o vector con n compo- 
nentes. Los puntos o vectores se designaran por medio de una sola letra en 
negrita; por ejemplo, 

x = (Xj, x 2 ,...» x H ) 

y = Owi.-fiO- 
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El numero x k se llama k-esima coordenada del punto x o k-esima componente 
del vector x. El con junto de todos los puntos n-dimcnsionales se llama espa- 
cio euclideo n-dimensional o simplemente n-espacio, y se designa por R”. 

Puede ocurrir que el lector se pregunte qud ventajas presenta trabajar en 
espacios de mds de tres dimensiones. En realidad, el lenguaje de los n-cspa- 
cios hace fdcilmente comprcnsibles cuestiones mds complicadas. El lector qui- 
zds cstd lo suficientcmentc familiarizado con andlisis vectorial de tres dimen¬ 
siones, para percatarse de la ventaja que representa el podcr escribir las ecua- 
ciones de un movimiento que posee tres grados de libertad por medio de una 
sola ecuacidn vectorial en vez de tener que utilizar tres ecuaciones escalares. 
Existc una ventaja andloga cuando cl sistema posee n grados de libertad. 

Otra ventaja que se obtiene estudiando n-espacios para un n cualquicra es 
que, de una vez, se estudian todas las propiedades que son comunes a los 1-es¬ 
pacios, 2-espacios, 3-espacios, etc., esto es, propiedades independientes de la 
dimension del espacio 

Los espacios de mds dimensiones sc presentan como algo totalmcntc natu¬ 
ral en campos tales como la Relatividad, y la Mecdnica estad/stica y cudntica. 
Incluso espacios de infinitas dimensiones son corrientes en Mecdnica cudntica. 

Definiremos ahora las operaciones algebraicas con puntos n-dimcnsionales: 

Definicion 3J2. Sean x = (x„ .... x*) e y = (y,. y n ) elementos de R n . 

Definimos: 


a) Igualdad: 


b) Suma: 


* = y Si, y sdlo si, = y,,= y m . 
* + J - (JC, + . . . . y.)- 


c) Multpilicacidn por numeros reales (escalares): 


d) Diferencia: 

e) Vector nulo u origen: 


ax = (ax lt ... t ax„) (areal). 
x - y = x + (-l)y. 

0 = ( 0 ..... 0 ). 

f) Producto interior o producto escalar: 

m 

x y = x k y k . 


k= 1 
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3.3 BOLAS AB1ERTAS Y CONJUNTOS ABIERTOS DE R* 

Sea a un punto de R* y sea r un numero positivo dado. El conjunto de todos 
los puntos x de R n tales que 

|Jx - afj < r, 

se denomina n-bola abierta de radio r y centro a. Designamos este conjunto 
por B{a) o por B( a; r). 

La bola B(a; r) consta de todos los puntos cuya distancia a a es menor 
que r. En R 1 este conjunto es un intervalo abierto con centro en a. En R J cs 
un disco circular, y en R 3 es una esfera sdlida con centro en ay radio r. 


3.5. Definicidn de punto interior. Sea S un subcon junto de R% y supon - 
gamos que a € S. Entonces a se denomina punto interior de S si existe una 
n-bola abierta con centro en a, contenida en S. 

En otras palabras, cada uno de los puntos interiorcs a de S puedc scr ro- 
dcado por una n-bola B(a ) Q S. El conjunto de todos los puntos interiorcs dc S 
se llama interior de S y se designa por int S. Cada conjunto que contiene una 
bola con centro en a sc denomina entorno de a. 

3.6 . Definicidn de conjunto abierto. Un conjunto S de R" cs abierto si 
todos sus puntos son interiorcs. En otras palabras. S es abierto si, y sdlo si, 
S = int S. (V£ase ejercicio 3.9.) 

F.jemplos. En R 1 el tipo mis simple de conjunto abierto es un intervalo abierto. La 
unidn de dos o mis intervalos abiertos es tambiln abierta. Un intervalo cerrado 
[a, b] no es un conjunto abierto ya que sus extremos a y b no son puntos interiorcs 
del intervalo. 

Ejemplos de conjuntos abiertos en el piano son: el interior de un disco: el pro- 
ducto cartesiano de dos intervalos abiertos unidimensionales. El lector debe tencr 
en cuenta que un intervalo abierto de R 1 , considerado como subconjunto del piano, 
no es un conjunto abierto. De hecho. nlngtln subconjunto dc R* (salvo el conjunto 
vaefo) puede scr abierto en R 1 , ya que tales conjuntos no pueden contener una 
2-esfcra. 

En R", tanto el conjunto vaefo (<,Por qu6?) como el mismo espacio R n , 
son conjuntos abiertos. El producto cartesiano 

(<?„/>,) x ••• x (fl„, b m ) 

de intervalos abiertos unidimensionales (a,, b l ), ...» (a,. b n ) es un conjunto 
abierto de R" llamado intervalo abierto n-dimcnsional. Lo designaremos 
por (a, b), donde a = ( a„ .... aj y b = (fc„ ...» bj. 
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En oiras palabras, un intervalo componente de 5 no puede ser un subcon- 
junto propio de ningun otro intervalo abierto contenido en S. 

Teorema 3.10. Coda punto de un con junto abierto no vaclo S pertenece 
a un intervalo componente de S y a uno solo. 

Demostracidn. Supongamos que xGS. Entonccs x estd contenido en algtin 
intervalo abierto I con IQS. Existen muchos de tales intervalos pero el «ma¬ 
yor* de ellos serd cl intervalo componente deseado. Dejamos para cl lector la 
demostracidn de que este intervalo es 7, = (a(x). d(x)), donde 

a{x) = inf {a : (a, x) Q S}, b(x) = sup { b : (x, b) c S). 

Puede ocurrir que a{x) sea -oo y puede ocurrir que b(x) sea +oo. Es claro que 
no existe ningun intervalo abierto J tal que 1 t QJ QS, luego 7, es un intervalo 
componente de S que contiene a x. Si J, fuese otro intervalo componente de S 
conteniendo a x. entonces la reunidn 1, u J, serfa un intervalo contenido en S y 
que contendrfa a 7, y a Por lo tanto, por definicidn de intervalo componente, 
se tendrfa 7. u J, = 7, e 7, u J, = /„ luego I t = J M . 

Teorema 3.11 (Teorema de representacidn para lot conjuntos abler lot 
de la recta real). Coda con junto abierto no vaclo S de R l es la reunidn de 
una coleccidn numerable de intervalos componentes de S, disjuntos. 

Demostracidn. Si x G S. sea I, el intervalo componente de S que contiene a x. 
La reunidn de todos los intervalos /, es. evidentemente, S. Si dos de ellos, 
l t e /„, tienen un punto en comtin, entonces su reunidn /, u 7 r es un intervalo 
abierto contenido en S y que contiene a l, y a 7y Por lo tanto, l, u I, = 7, 
e 7, u 7 y = 7 r , luego 7, = 7,. Por lo tanto los intervalos 7, forman una colec¬ 
cidn disjunta. 

Resta demostfar que forman una coleccidn numerable. A este fin, supon¬ 
gamos que {*,. x„ x Jf ...} designa el conjunto numerable de los ndmeros racio- 
nales. En cada intervalo componente 1, habrd una infinidad de x*, pero entre 
ellos uno sdlo con el menor fndice n. Dcfiniremos entonces una aplicacidn F por 
medio de la ecuacidn F(7,) = n. si x, es el numero racional de 7, con cl menor 
fndice n. Esta funcidn F es uno a uno ya que F(7,) = F(7„) = n implica que 
I, e l f tienen en comun a x* y ello implica que 7, = 7 r . Por tanto F establece 
una correspondencia uno a uno entre los intervalos 7, y un cierto subcon junto 
de los numeros naturalcs. Esto tennina la demostracidn. 

nota. Esta represcntacidn de S es unica. De hecho, si S es reunidn de in¬ 
tervalos abiertos disjuntos, entonces estos intervalos serdn necesariamente los 
intervalos componentes de S. Es una consecuencia inmediata del teorema 3.10. 
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Si S es un intervalo abierto, entonces la representaci6n contiene sdlo un 
intervalo componente, a saber, S mismo. Por lo lanto, ningtfn intervalo abierto 
de R l puede expresarse como reunidn de dos conjuntos abiertos disjuntos no 
vacios. Esta propicdad se designa tambien dicicndo que un intervalo abierto 
es conexo. El concepto de conexidn en conjuntos de R" sc estudia mas amplia- 
mente en la seccidn 4.16. 

3.5 CONJUNTOS CERRADOS 

3.12 Definici6n de conjunto cerrado. Un conjunto S de R" es cerrado si 
su complementary R” — S es abierto. 

Ejemplos. Un intervalo cerrado [a, b] de R 1 es un conjunto cerrado. El pro- 
ducto cartcsiano 

[*|.M x ••• X lo„.b m ) 

de n intervalos cerrados unidimensionales es un conjunto cerrado de R", 11a- 
mado intervalo cerrado [a. b] n-dimensional. 

El siguicnte tcorema, consccuencia inmediata de los teoremas 3.7 y 3.8, 
muestra cdmo construir nuevos conjuntos cerrados a partir de conjuntos ce¬ 
rrados dados. 

Teorema 3.13. La reunidn de una coleccidn finita de conjuntos cerrados es 
cerrada, y la interseccidn de una coleccidn arbltraria de conjuntos cerrados 
es cerrada. 

Otra relacidn entrc conjuntos abiertos y cerrados es la que cxpresa el si- 
guicntc tcorema. 

Teorema 3.14. Si A es abierto y B cerrado. entonces A — B es abierto y 
B — A es cerrado. 

Demostracidn. Basta observar que A — B = A n (R* — B) es la interseccidn 
de dos conjuntos abiertos, y que B — A = Bn(R" — A) es la interseccidn de 
dos conjuntos cerrados. 

3.6 PUNTOS ADHERENTES. PUNTOS DE ACUMULACI6N 

Los conjuntos cerrados pueden definirse por medio de los puntos adherentes 
y por medio dc los puntos de acumulacion. 
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3.15 Dejinici6n de punio adherente. Sea S un subconjunto de R n , y sea x 
un punto de R*. no necesariamente de S. Entonces se dice que x es adherente 
a S si coda n-bola B(x) contiene un punto de S. por lo menos. 

Ejemplos 

1. Si x C S. entonces x es adherente a S. ya que cada n-esfera B(x) contiene a x. 

2. Si S es un subconjunto de R acotado superiormente, entonces el sup S es adhe¬ 
rente a S. 

Ciertos puntos son adherentes a S porque cada bola B(x) contiene puntos 
de S distintos de x. Estos puntos se llamardn puntos de acumulacidn. 

3.16. Dejinlcidn de punto de acumulacion. Si S c; R* y x E R n , enton¬ 
ces x se llama punto de acumulacion de S si cada n-bola B(x) contiene por lo 
menos un punto de S distinto de x. 

En otras palabras, x es un punto de acumulacidn de S si, y sdlo si, x es 
adherente a S —{x}. Si xGS pero x no es un punto de acumulacidn de 5, 
se dice que x es un punto aislado de S. 

Ejemplos 

1. El conjunto de los niimeros de la forma 1/n. n = 1. 2. 3, ... tienen al ccro como 

punto de acumulacidn. 

2. El conjunto de los numeros racionales tiene a cada racional como punto de 

acumulacidn. 

3. Cada punto del intervalo cerrado [a. 6] es un punto de acumulacidn del conjunto 

de los mimeros del intervalo abierto (a, b). 

Teorema 3.17. Si x es un punto de acumulacidn de S, entonces toda n-bola 
B{x) contiene infinitos puntos de S. 

Demostracidn. Supongamos lo contrario; es decir, que cxista una n-bola 
P(x) que contenga sdlo un numero finito de puntos de S distintos de x; 11a- 
mdmosles n t , a*. ..., a«. Si r es el menor de los niSmeros positivos 

flx - M. Bx - *20. .... I|X - a m n, 

entonces B(x ; r/2) serd una n-bola de centre x que no contendrd ningdn punto 
de S distinto de x. Contradiccidn. 

Este teorema implica, en particular, que un conjunto que no posea una 
infinidad de puntos carece de puntos de acumulacidn. El recfproco, sin em¬ 
bargo, es falso. Por ejemplo, el conjunto de los enteros {1, 2, 3, ...} es un 
conjunto infinito que carece de puntos de acumulacidn. En una seccidn pos¬ 
terior demostraremos que los conjuntos infinitos contenidos en una esfera po- 
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seen siempre un punto de acumulacidn. Este es un resultado importante cono- 
cido como teorema de Bolzano-'Weierstrass. 


3.7. CONJUNTOS CERRADOS Y PUNTOS ADHERENTES 

Un conjunto cerrado sc ha definido como el complementario de un conjunto 
abierto. El teorema siguiente presenta otra definicidn de conjunto cerrado. 

Teorema 3.18. Un conjunto S de R" es cerrado si, y sdlo si, contiene todos 
sus puntos adherentes. 

Demostracidn. Supongamos que S es cerrado y que x es adherente a S. De- 
seamos probar que x E S. Supongamos que x$S y llegaremos a una contra- 
diccidn. Si x£ S, entonces xGR* — S y, como que R* — S es abierto. alguna 
n-bola £(x) csti contenida cn R" — S. Entonces B(x) no contiene puntos de 5. 
en contradiccidn con el hecho de que x es adherente a S. 

Para probar el reciproco, supongamos que S contiene todos sus puntos 
adherentes y demostraremos entonces que S es cerrado. Sea x E R n — S. En¬ 
tonces x £ S, luego x no es adherente a S. Por lo tanto, cxiste una bola £(x) 
que no corta a S, por consiguiente B(x) cR" — S. As! pues, R" — S es abierto 
y, entonces. S es cerrado. 

3.19. Definicidn de adherencia. El conjunto de todos los puntos adherentes 
de un conjunto dado S se llama adherencia de S y se designa por S. 

Para todo conjunto se tiene que S c 5 ya que todo punto de S es adherente 
a S. El teorema 3.18 prueba que la inclusidn opucsta SQS se verifica si, y sdlo 
si, S es cerrado. Por lo tanto se tiene: 

Teorema 3.20. Un conjunto S es cerrado si, y sdlo si, S = 5. 

3.21. Definicion de conjunto derivado. El conjunto de todos los puntos 
de acumulacion de un conjunto S se llama conjunto derivado de S y se desig- 
na por S'. 

Es claro que, para todo conjunto S, 5 = 5 S'. Por lo tanto, el teore¬ 

ma 3.20 implica que S es cerrado si, y sdlo si. S'^S. En otras palabras, se 
tiene: 

Teorema 3.22. Un conjunto S de R* es cerrado si, y sdlo si, contiene todos 
sus puntos de acumulacidn. 
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Como S esti acotado, S podr£ ser incluido cn una cierta n-bola £(0; a), 
a> 0, y por lo tanto en el intervalo n-dimensional 7, definido por las desigual- 
dades 

-a <. x k £, a {k « 1, 2. n). 

Aquf J t designa el producto cartesiano 

7, = /<*> x /}»» x • • • x /<*>; 

esto cs. cl conjunto dc puntos (x lt .... Xn). dondc x k EI k ll) y donde cada /* (,> 
es un intervalo unidimensional —a<x k <a. Cada intervalo 7* (,) se puede 
subdividir en dos subintervalos e 7^‘J definidos por las desigualdades 

HU :-aii,sO; l['.i -0 £ x t i a. 

Ahora, consideramos todos los productos cartesianos de la forma 

mj, x /JV. x x l.% (a) 

donde cada k { = 1 o 2. Hay, exactamente, 2 9 productos de este tipo y, ade- 
mds, cada uno de ellos es un intervalo /i-dimensional. La reunidn de cstos 
2" intcrvalos es cl intervalo original /„ que contiene a S', y por lo tanto, uno 
por lo menos de los 2" intervalos (a) contiene una infinidad de puntos de 5. 
Elijamos uno de los quc verifican esta propiedad y Ilamdmosle 7 a ; podrd ex- 
presarsc tambten 

J 2 = /!’> x I< 2 2 ' x ••• x 7< 2 \ 

donde cada I k m es uno dc los subintervalos de 7* (l) de longitud a. Proce- 
damos ahora con 7, de la misma manera como hemos procedido con 7„ divi- 
dicndo cada intervalo 7* m en dos partes iguales y obteniendo un intervalo 
H-dimensional 7 3 que contenga una infinidad dc puntos de S. Si continuamos 
este proccso, obtcndrcmos una colcccidn numerable dc intervalos n-dimensio- 
nalcs 7 a . 7 Jf .... tales que el intervalo m-dsimo J m verifica la propiedad de 
contener un subconjunto infinito de S y se puede expresar en la forma 

J m = /«-> x /<-> x ••• x 7f\ donde If' c /<»>. 

Escribiendo 

/«-> = bn 

tenemos 

“ - 2==5 (k = l - 2 - 
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3.26. Dejinicidn de recubrimiento. Una coleccidn de conjuntos F se deno- 
mina recubrimiento de un conjunto dado S si SC A. Se dice tambiin 
que la coleccidn F recubre a S. Si F es una coleccidn de conjuntos abiertos, 
entonces F se denomina recubrimiento abierto de S. 

Ejemplof 

1. La coleccidn de todos los intervales de la forma 1/n < x < 2 In, (n = 2, 3, 4, ...), 
es un recubrimiento abierto del intervalo 0< x< 1. Es un ejemplo de recubri¬ 
miento numerable. 

2. La recta real R l est4 recubicrta por la coleccidn de todos los intervalos abier¬ 
tos (a. h ). Este recubrimiento es no numerable. Sin embargo, contienc un recu¬ 
brimiento numerable de R 1 , a saber, todos los intervalos de la forma ( n , n+2), 
donde n rccorre los valores enteros. 

3. Sea S = i(x, y):x > 0, y > 0). La coleccidn F de todos los discos circulares con 
ccntros cn ( x, x) y radios x. x > 0, es un recubrimiento de S. Este recubrimiento 
no es numerable. Sin embargo conticne un recubrimiento numerable de S, a sa¬ 
ber, todos los cfrculos para los que x es racional. (Ver ejercicio 3.18.) 

El teorema del recubrimiento de Lindelof establece que todo recubrimiento 
abierto de un conjunto S de R* conticne una subcoleccidn numerable que tam- 
bidn recubre a S. La dcmostracidn utiliza el siguiente resultado preliminar: 

Teorema 327. Sea G = [A „ A„ ...} la coleccidn numerable de todos las 
n-bolas de radio racional y con centro en puntos de coordenadas racionales. 
Supongamos que x € R" v sea S un conjunto abierto de R* que contenga a x. 
Entonces una, por lo menos, de las n-bolas de G contiene any estd contenida 
cn S. Esto es, se tiene 

x € A k c S para algun A k de G. 

Demostracidn. La coleccidn G es numerable en virtud del teorema 2.27. Si 
x € R H y si S es un conjunto abierto que conticne a x, entonces cxistc una 
n-bola 2?(x; r)QS. Encontramos un punto y de S, de coordenadas raciona¬ 
les, aprdximo* a x y. tomdndolo como centro, hallaremos entonces un entomo 
en G interior a Z?(x; f) y que contenga a x. Si 

x = {x lt x 2t ..., x„ ), 

sea >’* un numero racional tal que \y k — x k \ < r/(4n) para cada k = 1, 2, .... n. 
Entonces 


lly - x|| < \ yi - x,| + ••• + !>•* - xj < - . 

4 



70 Elementos de topologia en conjuntos de puntos 



A continuacidn consideremos un numero rational q tal que r/4 < q < r/2. 
Entonccs x E B{y ; q) y B{ y; $) c B(x ; r) c 5. Pcro B(y ; q) EG y por lo 
tanto cl tcorcma qucda dcmostrado. (Vcr Fig. 3.2 para cl caso R*.) 

Teorema 3.28 (ieorema del recubrimienlo de LindelSf). Supongamos 
que y que F es un recubrimiento abierto de A. Entonces exisle una 

subcoleccidn numerable de F que tambUn recubre a A. 

Demostracidn. Sea G = [A x , A %t ...) la colcccidn numerable dc lodas las 
/i-bolas de centros y radios racionalcs. Este conjunto G se utilizard para ex- 
tracr dc F una subcoleccidn numerable que recubra a A. 

Supongamos que xEA. Entonces existe un conjunto abierto S de F tal 
que x ES. Por cl teorema 3.27, existe una n-bola A k de G tal que xG^cS. 
Para cada S existe una infinidad numerable de tales A k , pero sdlo elegiremos 
una de entre todas, por ejemplo la de fndicc mds pequefio; llam^mosle m = 
= m{x). Tenemos entonces que x E A m{n) c S. El conjunto de todas las n- bo- 
las A m(t) obtenidas cuando x recorre todos los elementos dc A es una colcc- 
cidn numerable de conjuntos abiertos que recubre a A. A fin de lograr una 
subcoleccidn numerable de F que recubra a A, hacemos corresponder a cada 
conjunto A k(K) uno de los conjuntos S de F que contenga a A klx) . Esto acaba 
la demostracidn. 

3.11 TEOREMA DEL RECUBRIMIENTO DE HEINE-BOREL 

El teorema del recubrimiento de Lindeldf establece que de un recubrimiento 
abierto de un conjunto arbitrario A de R" se puede extraer un recubrimiento 
numerable. El teorema de Heine-Borel nos dice que si, ademds, A es ccrrado 
y acotado, entonces podemos reducir el recubrimiento a un recubrimiento fini- 
to. La demostracidn requiere el teorema de cncaje de Cantor. 


Teorema 3.29 (Heine-Borel). Sea F un recubrimiento abierto de un con¬ 
junto A de R*, cerrado y acotado. Entonces existe una subcoleccidn finita de F 
que tambien recubre a A. 



Elementos de topologia en con juntos de puntos 


71 


Demostracidn. Una subcoleccidn numerable de F, llamdmosla {/„ /„ ...}, 
rccubre a A, en virtud del teorema 3.28. Considcremos, para m> 1, la reunidn 
finita 

S. = 0 '*• 

i-i 

Es abierta, ya que es reunidn de conjuntos abiertos. Probaremos que, para al- 
giin valor de m, la reunidn S m recubrc a A. 

A este fin consideremos el complemcntario R" — Sm. que es ccrrado. Defi- 
nimos una coleccidn numerable de conjuntos {Q„ Q a , ...} de la siguiente ma- 
nera: g, = A, y para m > 1, 

Q m = A n( R" - SJ. 

Esto es, Q m consta de todos los puntos de A que estin fuera de S m . Si pode- 
mos probar que, para algun valor de m. el conjunto g„ es vaefo, habremos 
demostrado que, para este valor de m, ningun punto de A csUi fuera de S m ; 
en otras palabras, habremos probado que existe un S„ que recubre a A. 

Observemos las siguientes propiedades de los conjuntos Q m : Cada conjunto 
(2m cs ccrrado, ya que es intersection del conjunto cerrado A y el conjunto ce- 
rrado R n — S m . Los conjuntos Q m son decrecientes, ya que los conjuntos S m 
son crecicntcs; esto cs, Q m ^. l c Q m . Los conjuntos o- por scr subconjuntos 
de A , estdn acotados. Por lo tanto. si ninguno de los conjuntos cs vaefo, 
podemos aplicar cl teorema de encajc de Cantor para concluir que la inter- 
scccidn tampoco es vaefa. Elio implica la existcncia de un cicrto 

punto de A que pertenezea a todos los conjuntos (2m. o, lo que cs cquivalcntc, 
la existcncia de un punto de A que est 6 fuera de todos los conjuntos S m . Pcro 
esto es imposible, ya que A c U*. , S k . Por lo tanto algrin Q„ debe ser vaefo, 
y esto termina la demostracidn. 

3.12 COMPACIDAD EN R" 

Acabamos de ver que, si un conjunto S de R" es cerrado y acotado, entonces 
todo recubrimiento abierto de S puede reducirse a un recubrimiento finito. Es na¬ 
tural preguntarse si podrfan existir conjuntos distintos de los cerrados y acotados 
que vcrificasen tambidn csta propiedad. Tales conjuntos se llamardn compactos. 

3.30. Definition de conjunto compacto. Un conjunto S de R" se llama 
compacto si, y sdlo si, cada recubrimiento abierto de S contiene un subrecu - 
brimiento finito ; esto es, una subcoleccion finita que tambien recubra a S. 

El teorema de Heine-Borel establece que todo conjunto de R*. cerrado y 
acotado. es compacto. Probaremos ahora el recfproco. 
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Teorema 3.31. Sea S un subcon junto de R n . Entonces las tres ajirmaciones 
siguientes son equivalentes: 

• 

a) S es compacto. 

b) S es cerrado y acotado. 

c) Todo subcon junto infinito de S tiene un punto de acumulacion en S. 

Demostracidn. Como sc indicd antes, (b) implica (a). Si probamos que (a) im- 
plica (b), quc (b) implica (c) y quc (c) implica (b), habrcmos establecido la 
equivalence de las tres afirmaciones. 

Supongamos que sc verifica (a). Probaremos primero que S est& acotado. 

Elijamos un punto p de S. La coleccidn den-bolas 2?(p; k ), k = 1, 2.es 

un recubrimiento abierto de S. Por compacidad, una subcoleccidn finita tam- 
bidn recubre a S y, por lo tanto, S estd acotado. 

A continuacidn probaremos que S es cerrado. Supongamos que no lo fucse. 
Existirfa un punto y que seria un punto de acumulacidn de S y tal que y $S. 
Si x ES, sea r, = ||x — y||/2. Cada r t es positivo ya que y $5 y la coleccidn 
{Z?(x; rj: x65) es un recubrimiento abierto de S. Por compacidad, un mi- 
mero finito de estos entomos recubre a S, por lo que es 

s = U B(X,; r,). 

1-1 

Designemos por r al menor de los radios r„ r,.r p . Es fcicil comprobar que 

la bola 2?(y; r) no tiene puntos en comun con ninguna de las bolas B(x k ; r k ). 
Dc hccho, si xGfl(y; r), entonces ||x — y|| <r<r k , y por la dcsigualdad 
triangular tcnemos quc ||y — x*|| < ||y — x|j + ||x — x*||, lucgo 

|x “ x k || ^ By - xj - 3x - yfl = 2r k - |x - y|| > r k . 

Por lo tanto, x £ B(x k ; r*). Resulta, pues, que B(y; r)nS es vacfo, en con- 
tradiccidn con el hecho de que y es un punto de acumulacidn de S. Esta contra- 
diccidn prueba que S es cerrado y, por lo tanto, que (a) implica (b). 

Supongamos que sc verifica (b). En estc caso la demostracidn de (c) es in- 
mediata, ya que si T es un subconjunto infinito de S, entonces T esti acotado 
(puesto que S lo est£), y por el teorema de Bolzano-Weierstrass T posee un 
punto de acumulacidn que llamaremos x. Ahora bien, x es tambidn punto de 
acumulacidn de S y por lo tanto x G S. dado que S es cerrado. Por todo lo 
cual (b) implica (c). 

Supongamos que se verifica (c). Probaremos (b). Si S no estuviese acotado. 
entonces para cada m > 0 existirfa un punto x^ de S tal que ||xj| > m. La 
coleccion T — {x,, x 2 , ...} constituirfa un subconjunto infinito de S y entonces. 
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HI numero no negativo d{x, y) puedc considcrarsc como la distancia cnlre x 
e y. En estos t^rminos el significado intuitivo de las propiedades 1 a 4 es claro. 
La propiedad 4 se llama la desigualdad triangular. 

Un cspacio metrico sc dcsigna, a menudo, por medio dc (Af. d) a fin dc rc- 
calcar que en la definicidn de cspacio metrico tanto el conjunto Af como la 
mdtrica d juegan su papel. 

Ejcmplos 

1. Af = R*; d(x, y) = ||x — y|l. Esta m&rica se llama mftrica euclldea. Cuando nos 
refiramos al espacio euclfdeo R\ se sobreentenderf que su mdtrica es la cuclfdca 
si no se especifica alguna otra. 

2. Af = C, el piano complejo; d(z,, z.) = |z, — z,l. Como espacio mdtrico.C no sc 
distingue del espacio euclfdeo R* puesto que consta de los mismos puntos y de 
la misma mtftrica. 

3. Af es un conjunto no vaefo; d(x. y) = 0 si x = y. d{x, y) = 1 si x^y. Esta 
mdtrica se llama mitrica discreta. y (Af. d) sc llama espacio mttrico discreto. 

4. Si (Af, d) cs un espacio m6trico y si S es un subconjunto no vaefo de Af, enton- 
ccs (S, d) cs tambidn un espacio mdtrico con la misma mitrica o, mejor atin, con 
la mitrica resultante de restringir d a SxS. Se llama a menudo la mitrica rela- 
tiva inducida por d sobre S, y S es un subespacio mttrico dc Af. Por ejem- 
plo, los numeros racionales Q con la mdtrica d(x, y) = lx — y| constituyen un 
subespacio mdtrico d e R. 

5. Af = R J ; rf(x, y) = V(*. — y,P + 4<x a —y a P, donde x = (x,. i.)ey = (v,. y,). 
El cspacio metrico (Af. d) no es un subespacio del cspacio euclfdeo R* ya que 
la mdtrica cs distinta. 

6. M = {(x, f x 2 ):x] + x\ = 1). la circunferencia unidad de R J ; d(x, y) = la lon- 
gitud del mcnor de los arcos que sobre la circunferencia unidad unen a los pun¬ 
tos x e y. 

7. m = {(x lt x 2 , x 3 ): x\ + x| + x| = 1), es la superficie esWrica unidad cn R 3 ; 
d(x , y) = la menor de las longitudes de los arcos que, sobre la superficie esf6- 
rica unidad, une a los puntos x e y. 

8. M = R n ; d(x, y) = lx, —y,| + ... + Ix„ — yj. 

9. M = R"; <f(x, y) = max f|x, — y,|.k,— yj). 

3.14 TOPOLOGIA EN ESPACIOS METRICOS 

Las nociones bdsicas de la topologfa en conjuntos de puntos se pueden exten¬ 
der a un espacio metrico arbitrario (Af. d). 

Si a E Af, la bola B(a ; r) de centro en a y radio r > 0 es cl conjunto de 
todos los puntos x de Af tales que 

d(x, a) < r. 

Algunas veccs designaremos a esta bola por medio de By{a\ r) a fin dc 
recalcar que sus puntos pertenecen a Af. Si 5 es un subespacio metrico dc Af, 
la bola Bja: r) es la interseccidn de S con la bola B M {a\ r). 
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Teorema 3.34. Sea ( S, d) un subespacio mitrico de (M, d) y sea Y un sub - 
conjunto de S. Entonces Y es cerrado en S si. y sdlo si. Y = B C\S para algun 
conjunto B cerrado en M. 

Demoslracidn. Si Y = B nS. donde B cs cerrado en M, entonces B = M — A 
dondc A es abierto en M, luego Y = Sr\B = Sr\(M — A) = S — A ; de ahf 
que 7 sea cerrado en S. 

Redprocamentc, si Y cs cerrado en S, sea X = S — Y. Entonces X cs 
abierto en S, luego X = AnS, donde A cs abierto en M y 

Y*=S — X=S — (An S) = S— A = S n (M — A) = S n B, 

donde B = M — A es cerrado en M. 

Si SQM. un punto x de M sc Hama punto adherente de S si cada bola 
B m (x\ r ) contiene un punto de S. por lo menos. Si a: es adherente de S — {*). 
entonces se dice que a: cs un punto de acumulacidn de S. La clausura S de S 
es el conjunto de todos los puntos adherentes de S. y el conjunto derivado S' es 
cl conjunto de todos los puntos de acumulacidn de S. Entonces, S = S u S'. 

Los tcoremas que se dan a continuacidn son vilidos en cada espacio md- 
trico (M. d) y se demuestran exactamente igual a como sc demostraron en 
el caso del espacio euclfdeo R n . En las demostraciones, la distancia euclfdea 
||x — y|[ deberd ser reemplazada por la mdtrica d(x, y). 

Teorema 3.35. (a) La reunidn de una coleccidn arbitraria de conjuntos abier- 
tos es abierta, y la interseccidn de una coleccidn finita de conjuntos ablertos 
es abierta. 

b) La reunidn de una coleccidn finita de conjuntos cerrados es cerrado. y la 
interseccidn de una coleccidn arbitraria de conjuntos cerrados es cerrada. 

Teorema 3.36. Si A es abierto y B es cerrado, entonces A — B es abierto 
y B — A es cerrado. 

Teorema 3.37. Para cada uno de los subconjuntos S de M las siguientes 
afirmaciones son equivalentes: 

a) S es cerrado en M. 

b) S contiene a todos sus puntos adherentes. 

c) S contiene a todos sus puntos de acumulacidn. 

d) S = S. 

Ejemplo. Sea M — Q cl conjunto de mimeros racionales con la mdtrica euclfdea 
de R*. Sea S el conjunto de todos los nilmeros racionales en el intervale abierto (a. b), 
donde tanto a como b son irracionales. Entonces 5 es un subconjunto cerrado de Q. 
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En nuestras demostraciones del teorema de Bolzano-Weierstrass, del teore- 
ma de encaje de Cantor, y de los tcorcmas del recubrimiento de Lindelof 
y dc Heine-Borel hcmos utilizado no s61o las propiedadcs mdtricas del es- 
pacio euclideo R”. sino tambien propiedades especiales de R* que, en gene¬ 
ral. no son vdlidas en un espacio mdtrico arbitrario ( M, d). Para poder exten¬ 
der estos tcorcmas a los espacios metricos habrd que imponcr a M cicrtas res- 
tricciones posteriores. Una de estas extcnsiones sc esboza en cl cjcrcicio 3.34. 

La seccidn siguiente describe la compacidad en un espacio mtftrico arbi¬ 
trario. 


3.15 SUBCONJUNTOS COMPACTOS DE UN ESPACIO MCTRICO 
Sea (M, d) un espacio mdtrico y sea S un subconjunto de M. Una coleccidn F 
de subconjuntos abiertos de M sc llama recubrimiento abierto dc S si 

S - U^*r 

Un subconjunto S de M se llama compacto si cada recubrimiento abierto 
de S contienc un subrecubrimiento finito. S se dice que estd acotado si 
S c B(a ; r) para algun r > 0 y algun a de M. 

Teorema 3.38. Sea S un subconjunto compacto de un espacio mttrico M. 
Entonces: 

i) S es cerrado y acotado . 

ii) Cada subconjunto infinito de S posee un punto de acumulacidn en S. 

Demostracidn. Para demostrar (i) reharemos la demostracidn del teorema 3.31 
y usarcmos la parte de la argumentacidn que demostraba que (a) implica (b). 
El unico cambio que debemos rcalizar consiste en reemplazar la distancia cucH- 
dea ||x —y|| por la m&rica d{x. y) a lo largo de toda la demostracidn. 

Para probar (ii) se procede por contradiccidn. Sea T un subconjunto infi¬ 
nito dc S y supongamos que S no conticne ningun punto de acumulacidn de T. 
Entonces, para cada punto x de S. existird una bola B(x ) que no contendri 
ningun punto de T (si x $ T) o un punto dc T solamcnte (cl mismo x, cuando 
x G T). Cuando x rccorre S. la reunidn de estas bolas B(x) es un recubri¬ 
miento abierto dc 5. Como 5 es compacto. una subcoleccidn finita rccubre 
a p y por lo tanto tambien recubrc a T. Pero esto contradice el hecho de que T 
sea infinito y cada una dc las bolas contcnga a lo sumo un punto de T. 

nota. En el espacio euclfdeo R". cada una de las propiedades (i) y (ii) es equi- 
valente a la compacidad (teorema 3.31). En un espacio m^trico general, la 
propiedad (ii) es cquivalentc a la compacidad (para una demostracidn, ver 
la referenda 3.4), pero en cambio la propiedad (i) no lo cs. El ejercicio 3.42 
nos suministra un ejcmplo de un espacio mdrico M en el que ciertos subcon¬ 
juntos cerrados y acotados no son compactos. 
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Teorcma 3.39. Sea X un subcon junto cerrado de un espacto mitrico com - 
pacto M. Entonces X es compacto. 

Demostracidn. Sea F un recubrimiento abierto de X, es decir X £ \J AtF A. 
Probaremos que un nuraero finito de los conjuntos A recubre a X. Como que 
X es cerrado su complcmcntario M — X cs abierto, luego F vj {(M — X)} es 
un recubrimiento abierto de M. Pero M es compacto. luego este recubrimiento 
contiene un subrecubrimiento finito que podemos suponer que incluye M — X. 
Por lo tanto 

M £ A x u • • • u A p kj (A/ - X). 

Este subrecubrimiento recubre tambidn a X y, como que M — AT no contiene 
puntos de X , podemos suprimir el conjunto M — X del subrecubrimiento y, 
a pesar de todo, siguc rccubriendo a X. Entonces X Q A t U ...U A p . luego 
X cs compacto. 

3.16 FRONTERA DE UN CONJUNTO 

Definition 3.40. Sea S un subconjunto de un cspacio mdtrico M. Un punto x 
de M sc llama punto jrontcra de S si cada bola B u (x\ r) contiene. por lo me - 
nos. un punto de S y. por lo me nos. un punto de M — S. El conjunto de todos 
los puntos frontera de S se llatna frontera de S y sc designa por dS. 

El lector puede verificar fdcilmentc que 

dS = Sn AT=~5. 

Esta fdrmula prueba que dS cs cerrado en M. 

Ejemplo. En R n , la frontera de una bola B( a; r) es el conjunto de puntos x tal 
que ||x — ail = r. En R 1 , la frontera del conjunto de los nrimeros racionajes es 
todo en R‘. 

En los cjcrcicios y tambicn en el capftulo 4 sc desarrollan otras propieda- 
des de los cspacios mdtricos. 

EJERCICIOS 


Conjuntos abiertos y cerrados en R 1 y R* 

3.1 Probar que un intervalo abierto de R‘ es un conjunto abierto y que un inter- 
valo cerrado es un conjunto cerrado. 
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3.2 Determinar todos Jos puntos de acumulacidn de Jos siguientes conjuntos de R l 
y decidir cuindo los conjuntos son abiertos o cerrados (o cuindo no lo son). 

a) Todos los enteros. 

b) El intervalo (a, b] 

c) Todos los ndmeros de la forma 1 In, (n = 1, 2, 3, ...). 

d) Todos los numeros racionales. 

e) Todos los numeros de la forma 2~ n + 5'". (m, n = 1, 2, ...). 

f) Todos los ndmeros de la forma (—1)" + (l/rn). (m. n = I. 2. ...). 

g) Todos los numeros de la forma (l//i) +(l/m), (m. n = 1.2. ...), 

h) Todos los numeros de la forma (— 1)"/[!+ (l/n». (n = 1. 2. ...). 

3.3 Lo mismo que cn el ejercicio 3.2 para los siguientes conjuntos de R 3 : 

a) Todos los numeros complcjos z tales que |z| > 1. 

b) Todos los ndmeros complcjos z tales que \z\ ^ 1. 

c) Todos los numeros complcjos de la forma (l//i) + (iVm).(m. /»- 1,2,...). 

d) Todos los puntos (x. y) talcs que x* — y 7 < 1. 

c) Todos los puntos (x, y ) tales que x > 0. 

f) Todos los puntos (x, y) tales que x ^ 0. 

3.4 Probar que cada con junto abierto no vaefo S de R‘ contiene ndmeros racio¬ 
nales e irracionales. 

3.5 Probar que los dnicos conjuntos de R 1 que son a la vez abiertos y cerrados 
son el conjunto vaefo y R*. ^Existe urn* afirmacidn aniloga para R 3 ? 

3.6 Probar que cada conjunto cerrado en R* es la interseccidn de una coleccidn 
numerable de conjuntos abiertos. 

3.7 Probar que un conjunto cerrado y acotado, no vaefo, 5 de R' o bien cs un 
intervalo cerrado o bien S podrf obtenerse a partir de un intervalo cerrado supri- 
miendo una coleccidn disjunta numerable de intervalos abiertos cuyos extremos 
pertcnecen a 5. 

Conjuntos abiertos y cerrados de R” 

3.8 Probar que las n-bolas abiertas y los intervalos abiertos n-dimensionales son 
conjuntos abiertos en R”. 

3.9 Probar que cl interior de un conjunto de R n es abierto cn R". 

3.10 Si SCR 1 *, probar que int S es la reunidn de todos los subconjuntos abiertos 
de R" que estdn contenidos en S. Esto se describe diciendo que int 5 es el mayor de 
los subconjuntos abiertos de S. 

3.11 Si S y T son subconjuntos de R". probar que 

(int S ) n (int 7*) = int (5 r T), y (int S) u (int T) £ int (S u T). 

3.12 Sean S' y S, respectivamente. el conjunto derivado y la clausura de un con¬ 
junto S de R". Probar que: 

a) S' es cerrado en R-; esto es. (ST Q S'. 

b) Si S c T, entonccs S' e T. 

c) (SUTY = S'UT. 

d) (5)' = S'. 
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3.23 Supongamos que 5 C R". Un punto x dc R" cs un punto de condensacidn de S 
si toda H-boIa B(x) tiene la propiedad que B(x)C\S no es numerable. Probar quc si 
S no es numerable, entonces existe un punto x en S de modo que x es un punto de 
condensacidn de S. 

3.24 Supongamos que 5CR"y quc S no es numerable. Sea T cl conjunto dc pun¬ 
tos dc condcnsacidn de S. Probar que: 

a) S — T es numerable, 

b) S n T no es numerable. 

c) T es un conjunto cerrado. 

d) T no posee puntos aislados. 

Ndtesc que el ejercicio 3.23 es un caso especial de (b). 

3.25 Un conjunto de R* sc llama perfecro si S = S’, esto es, si S es un conjunto 
cerrado que carece de puntos aislados. Probar que. si F es un conjunto cerrado no 
numerable de R", puedc expresarsc en la forma F = A u B. donde A es perfecto 
y B es numerable (teorema de Cantor-Bendixon). 

Indlcacidn. Utilizar el ejercicio 3.24. 


Espados mdricos 


3.26 Probar que. en todo cspacio m&rico (M. d). tanto cl conjunto vacfo 0 como 
el espacio cntero M son. a la vez, abiertos y cerrados. 

3.27 Considcrar en R" las dos mdricas siguicntes: 

H 

di(x, y) = max \x, - y, |, d 2 {x , y) * V \x, - y, |. 

lSi<n ftr. 


En cada uno de los espacios mdricos siguicntes, probar que la bola fl(a; r) tiene 
la aparicncia geomtftrica que se indica: 

a) en (R J . d,), un cuadrado de lados paralelos a los ejes de coordenadas. 

b) en (R J , d a ), un cuadrado cuyas diagonals son paralelas a los ejes. 

c) Un cubo en (R*. d,). 

d) Un octaedro en (R*. d 2 ). 

3.28 Sean d t y d. las mdtricas dcfinidas en cl ejercicio 3.27 y sea 1|x —y|| la m6- 
trica cuclfdca usual. Comprobar que se verifican las siguicntes dcsigualdadcs, cua- 
Icsquiera que scan los puntos xey deR": 

d t (x, y) £ ]x - y|f i d 2 (x, y) y d 2 (x, y) < Vi|x - yj nd x (x, y). 


3.29 Si ( M, d) es un espacio m6trico, se define 

</(*. y) 


d'(x, y) - 


1 + d(x,y) 


Probar que d' tambten es una mdtrica para M. Obs^rvese que 0 < d’(x, y) < 1 para 
todo x, y de M. 

3.30 Probar que cada subconjunto finito de un espacio mrftrico es cerrado. 

3.31 En un cspacio m&rico (M. d). cl conjunto B(a\ r) = {x :d(x, a) < r) sc llama 
hold cerrada de radio r > 0 v centro en cl punto a de M. 
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3.46 a) int(f)7=i A,) = (int >4,),donde cada^, £ A/. 

b) int (fUr A) ^ s ‘ ^ cs una coleccidn infinita de subconjun- 

tos dc M. 

c) Dar un ejemplo en el que la igualdad de (b) no se verifique. 

3-47 a) Ua.r(mM) S int <U AtF A). 

b> Dar un ejemplo de una coleccidn finita F que no satisfaga la igualdad en (a). 

3.48 a) int ( dA ) = 0 si A es abierto o si A es cerrado en M. 
b) Dar un ejemplo para el que int (dA) = M. 

3.49 Si int A = int R = 0 y si A es cerrado en M, entonces int (A vj B) = 0. 

3.50 Dar un eiemplo en el que int A =int £=0, pero para el que int (A u B) = M. 

3.51 dA = An M - A y dA = c(M - A). 

3.52 Si A n B = 0. entonces d(A U B) = ?A u dB. 
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4.1 INTRODUCCION 

Suponemos al lector ya familiarizado con el conccpto dc limites tal como cs 
introducido en el Cdlculo elemental donde es corricnte presentar varios tipos 
de lfmites. Por ejemplo, el limite de una sucesion de numeros reales {**}. que 
simbolizamos cuando escribimos 

lim x„ *= A, 

■ -♦co 

significa que para cada numcro c > 0 cxiste un entero N tal que 

\x H - A\ < c siempre que n>N. 

Estc lfmitc pretende transmitir la idea intuitiva de que x* puede cstar suficicn- 
temente prdximo a A en el supuesto de que n sea suficientemente grande. Tam- 
bidn se da cl limite dc una funcidn, indicado por medio de la notacidn 

lim f(x) = Ay 

que significa que para cada c > 0 existe otro numero 8 > 0 tal que 

I/(*) - A\ < c siempre que 0 < |x - p\ < 6. 

Esta dcfinicidn expresa la idea dc que fix) puede conscguirse tan prdxima a A 
como queramos, siempre que x sc tome lo suficientemente prdximo a p. 

Las aplicaciones del Cdlculo a los problcmas geomdtricos y fisicos del cs- 
pacio tridimensional y a las funcioncs dc varias variables nos obligan a exten¬ 
der estos conceptos a R\ Es tan necesario como fdcil dar un paso mds e intro- 
ducir Ifmites en el marco mds general de los espacios mdtricos. Esto simplifica 
la teoria puesto que elimina restricciones innecesarias y al mismo tiempo cubre 
casi todos los aspcctos necesarios del Analisis. 

Primeramente discutiremos los limites de las sucesiones de puntos de un 
espacio mdtrico y despuds discutiremos los limites de funciones y el concepto 
de continuidad. 


85 



Limites y continuidad 


86 

4.2 SUCESIONES CONVERGENTES EN UN ESPACIO MCTRICO 

Definition 4.1. Una sucesidn {x*} de puntos de un espacio mitrico ( S. d) es 
converRente si existe un punto p de S que satisfaga la siguiente propiedad: 

Para todo * > 0 existe un entero N tal que 

d[xn. p) < e siempre que n^N. 

Diremos tambien que {x^} converge hacia p y escribiremos x* -+ p cuando 
n —* oo, o simpleniente x* -* p. Si no existe un tal numero pdeS.se dice que 
la sucesidn {xn} es divergente. 

nota. La dcfinici6n dc convcrgcncia implica que 

P si, y sdlo si. d{Xn. p) -* 0. 

La convcrgcncia dc la sucesidn { d(x ». p)) hacia 0 se rcaliza en el espacio 
euclldeo R l . 

EJemplos 

1. En un espacio euclldeo R l , una sucesidn (x w ) se llama creciente si x n <, x n + } 
para todo n. Si una sucesidn creciente csti acotada superiormente (csto es. si 
x n < M para un M > 0 y para todo n). entonccs {*„) converge hacia cl su¬ 
premo dc su rccorrido, sup (x p x 2 . ...). Andlogamcnte, {x„} sc llama decreciente 
si x‘ n+l < x n para todo n. Cada sucesidn decreciente acotada inferiormente con¬ 
verge hacia el fnfimo de su rccorrido. Por ejemplo, (1/n) converge hacia 0. 

2. Si (a*) y { b n } son succsioncs reales que convergen hacia 0, entonccs {a n + b n ) 
tambidn converge hacia 0. Si 0<c m <a n para todo n y si {a*} converge ha¬ 
cia 0. entonces (c n i tambien converge hacia 0. Estas propiedades elementales de 
las sucesiones de R 1 pueden ser iltiles para simplificar algunas de las demostra- 
ciones concernientes a limites de un espacio m^trico general. 

3. En cl piano complejo C, sea z* = 1 + + (2 — 1/n)/. Entonces {z*} converge 

hacia 1 + 2/ puesto que 

d(z Ht 1 + 2/) 2 = | z„ - (1 + 2i)\ 2 = 0 cuando n-*oo, 

luego d{Ln. 1 +2/)-*0. 

Tcorema 4.2. Una sucesidn {x*} de un espacio metrico (S. d) puede conver¬ 
ger hacia un punto de S, a lo sumo. 

\ 

Demostracidn. Supongamos que x «-*p y que x* -* <?. Probaremos que p = q. 
En virtud de la desigualdad triangular se tiene 
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0 £ d(p, q) <, dip, xj + d(x H , q). 

Como d(p, y dix*, q)-* 0 se tiene que dip, q) = 0, luego p = q. 

Si una succsi6n {X,} converge, el unico punto hacia el que converge sc 
llama limite de la sucesidn y se designa por medio de lim x n o por medio 
de lim,-*- x n . 

Ejemplo. En cl espacio euclfdeo R‘ lenemos que lim,..,, 1/n = 0. La misma sucesidn 
cn cl subcspacio mdtrico 7* = (0, 1] no converge pucsto que cl unico candidato para 
cl lfmite cs 0 y 0 G 7*. Estc ejemplo muesira que la convcrgencia o divergcncia de 
una sucesidn dependc tanto del espacio elegido como de la mdtrica. 


Teorema 4.3. En un espacio mitrico iS, d), suponemos que x n -*p y que 
T = {x„ x 2 , ...} es el recorrido de {x,}. Entonces: 

a) T estd acotado. 

b) p es un punto de adherencia de T. 

Demostracidn. a) Sea N el entero que corresponde a « = 1 en la definicidn 
de convergencia. Entonces todo x, con n>N estd cn la esfera Bip\ 1), luego 
cada punto de T estd en la esfera B(p; r), donde 

r « 1 + max { dip , x x ),...» dip, 

Por lo tanto, T estd acotado. 

b) Como cada esfera Bip ; <) contiene un punto de T, p es adherente a T. 

Kota. Si T es infinito, cada bola Bip\ «) contendrd una infinidad de puntos 
dc T, luego p serd punto de acumulacidn de T. 

El teorema siguiente prueba cl rcciproco de la parte (b). 

Teorema 4.4. Dado un espacio mitrico (S, d) y un subconjunto T QS, si 

p es un punto de S adherente de T. entonces existc una sucesidn {.*„} de pun- 

tos de T que converge hacia p. 

Demostracidn. Para cada entero n 1 existc un punto x, de T tal que 
d{p, Xn)< 1 In. Por lo tanto dip, x„)-*0, luego x*-*p. 

Teorema 4.5. En un espacio mitrico (S, d) una sucesidn {x,} converge ha¬ 
cia p si, y sdlo si, cada sub sucesidn {x*<»>) converge hacia p. 

Demostracidn. Supongamos que x, -* p y consideremos una subsucesidn 
{■**(»>}• P ara ^da c > 0 existe un N tal que n> N implica dix„, p) < *. Como 
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{■**(*>} cs una subsucesi6n, existc un entero M tal que k{n)>N para 
n>M. Por Io tanto, n>M implica d(x kln) , p ) < t , que prueba que x k(n) -*■ p. 
El reciproco sc verifica trivialmentc, ya que {x„} cs una subsucesidn dc si 
misma. 

4.3 SUCESIONES DE CAUCHY 

Si una sucesidn { x n } converge hacia cl limite p, sus tdrminos avanzados deben 
aproximarsc a p y por lo tanto aproximarsc cntrc si. Esta propicdad cstd 
cnunciada mas formalmcntc cn cl siguicntc tcorcma. 

Tcorema 4.6. Supongamos que {x,} converge en un espacio mitrico (S, d). 
Entonces para cada « > 0 existe un entero N tal que 

d(x n , xj < t siempre que n>N y m^N. 

Demostracidn. Sea p = lim x *. Dado « > 0. sea N tal que d{x n . p) < «/2 siem¬ 
pre que n ^ N. Entonces d(xp) < c/2 si m^N. Si tanto n como m son ma- 
yores o iguales que N por la desigualdad triangular tenemos 

d(x„ x m ) <; d(x„p) + d(p, xj < | + f = e. 

4.7. Definicidn de la sucesidn de Cauchy. Una sucesidn {x„} de un espa¬ 
cio mdtrico se llama sucesidn de Cauchy si satisface la siguiente condicidn 
(llamada la condicidn de Cauchy): 

Para cada c > 0 existe un entero N tal que 

d(x H , x*d < c siempre que n^N y m^N. 

El teorema 4.6 establece que toda sucesidn convergente es una sucesidn 
de Cauchy. El reciproco, cn general, es falso en un espacio mdtrico general. 
Por ejemplo, la sucesidn {1/n} es una sucesidn de Cauchy en el subespacio 
euclfdeo T — (0. 1] de R\ pero en cambio dicha sucesidn no converge en T. 
Sin embargo, el reciproco del tcorema 4.6 es cierto en cada espacio euclfdeo R k . 

Teorema 4.8. En el espacio euclideo R k toda sucesidn de Cauchy es con¬ 
vergente. 

Demostracidn. Sea {x„} una sucesidn de Cauchy de R k y sea T = {x„ x 3 , ...} 
el rccorrido de la sucesidn. Si T es finito. entonces todos los tdrminos de {x„} 
excepto un numero finito son iguales y por lo tanto {x,} converge hacia este 
valor comun. 
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4.4 ESPACIOS MtTRICOS COMPLETOS 

Definition 4.9. Un espcio metrico (S, d) se llama completo si toda sucesion 
de Cauchy de S converge en S. Un subconjunto T de S se llama completo si 
el subespacio metrico (T, d) es completo. 

Ejemplo 1. Cada uno de los cspacios euclfdcos R* cs completo (teorema 4.8). En 
particular, R 1 es completo, pcro el subespacio T = (0. 1] no es completo. 

Ejemplo 2. El cspacio R" con la mdtrica </(x. y) = max,*,** |x, - y { | cs completo. 


El tcorcma quc damos a continuacidn rclaciona la complctitud con la com- 
pacidad. 


Teorema 4.10. En todo espacio mtirico (S, d), cada subconjunto compac- 
to T es completo. 

Demostracivn. Sea {.**} una succsidn dc Cauchy cn T y sea A = {.r„ x 2t ...) 
el recorrido de{x*}.Si A es finito, cntonces {x^) converge hacia uno de los 
puntos dc A, luego {.c„} converge cn T. 

Si A es infinito, el teorema 3.38 nos asegura que A admite un punto de 
acumulacidn p en T puesto que T cs compacto. Probaremos ahora quc Xn~> p. 
Dado c > 0, clijamos N tal quc n > N y m>N implique d(x„. < e/2. La 

bola B(p ; e/2) conticnc un punto con m > N. Por lo tanto si n N la 
dcsigualdad triangular nos conduce a 

d(x„. p) £ d(x m , x m ) + d(x m , p) < $ + ^ = £, 

luego x*—+p. Dc lo cual sc deduce quc toda sucesidn dc Cauchy cn T admite 
limitc cn T. luego T cs completo. 

4.5 LIMITE DE UNA FUNCI6N 

En esta seccidn consideraremos dos cspacios mdtricos ( S. d.<) y ( T , d T ). donde 
d s y d r designan las mdtricas respcctivas. Sea A un subconjunto dc S y sea 
f: A->T una funcidn de A en T. 

Definition 4.11. Si p es un punto de acumulacidn de A y si bST, la no - 
tacidn 


lim/(x) = b , 


0 ) 
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si, y solo si, 

lim f(x H ) = b , (3) 

para toda sucesion {x„) de puntos de A — {p} que sea convergente hacia p. 

Demosiracidn. Si se verifica (2), entonces para cada c > 0 existe un 5 > 0 
tal que 

d T (j(x), b) < c siempre que x E A y 0 < d£x, p) < 3. (4) 

Como p es adherentc a A — {p}, por el teorema 4.4, existe una sucesidn 
{Wn} en A — {p} convcrgente hacia p. Para cl 3 que intcrvicnc cn (4). existe 
un entero N tal que n> N implica d/x n , p) < 3. Entonces (4) implica que 
djfJiX"), b) < « para n>N, y por lo tanto {/(*,,)} converge hacia b. Asf pues, 
(2) implica (3). 

Para probar cl rcciproco supondremos que se verifica (3) y que (2) cs falso, 
llcgando a una contradiccidn. Si (2) es falso, entonces para algun * > 0 y todo 
3 > 0 existe un punto x de A (dondc x puede depender de 3) tal que 

0 < d s (x. p) < 6 pero dr(f{x) % b) ^ c. (5) 

Tomando 3 = 1 /n, n = 1, 2, ...» esto significa que existe una sucesidn (j:,) de 
puntos de A — {p} tal que 

0 < d 5 (x H , p) < \/n pero dj(f(x H ), b) £ c. 

Es evidente entonces que hemos obtenido una sucesidn { x n ) que converge ha¬ 
cia p pero cn cambio la sucesidn {/(xr.)} no converge hacia b, lo cual con- 
tradicc a (3). 

nota. Los teoremas 4.12 y 4.2 prueban que una funcidn no puede tener dos 
Ifmites diferentes cuando x-*p. 

4.6 LIMITES DE FUNCIONES CON VALORES COMPLEJOS 

Sea (S, d) un espacio mdtrico, sea A un subconjunto de S. y considercmos dos 
funciones / y g definidas sobre A y con valores complejos, 

f:A-+C. g:A-*C 

La suma f + g se define como la funcidn cuyo valor cn cada punto x de A es 
el numero complejo f{x) + g(x). La dijerencia / — g. el producto f-g. y cl co- 
ciente fig se definen an^logamente. Es sabido que el cociente sdlo est£ definido 
en aquellos puntos x en los que £(*) =/= 0. 
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Las reglas usuales para el cilculo con limites vienen dadas en el teorema 
que sigue. 

Teorema 4.13. Sean f y g dos funciones con valores complejos definidas 
en un subconjunto A de un espacio metrico (S, d). Sea p un punto de acumu- 
lacidn de A, y supongamos que 

lim f(x) = a, lim q(x) = b. 

x-p x-p 

Entonccs tendremos tambien: 

a) lim x _, [/(*) ± $(*)] = a ± b, 

b) lim X ~,f(x)g(x) = ab, 

c) lim X ~,f(x)!g(x) =■ a/b si b=£0. 

Demostracidn. Probarcmos (b). dcjando las otras paries como ejercicio. Dado c 
con 0 < c < 1 , sea t un segundo numero que salisfaga 0 < «'< 1 , que de¬ 
pended de c en la forma que precisaremos m£s adelante. Existe un & > 0 tal 
que si x E A y d(x, p) < S, entonccs 

I f(x) - a\ < t' y |^(x) - b\ < c\ 

Entonces |/(*)| = |„ + (f(x) - a)I < |a| + t* < |o| + 1. 

Haciendo l(x)g(x) — ab = l(x)g(x) — bf(x) + 6 /( 1 ) — ab, tencmos 

I f{x)g(x) - ab\ S |/(*)| \g(x) - b\ + |*| 1/00 - o| 

< (|a| + IK + |6K - t'(|o| + \b\ + I). 

Si elegimos i = c/(|a| + \b\ + 1). veremos que |/(*)g(*) — ab\ < e sicmprc que 
x € A y d(x, p) <$, y csto dcmucstra (b). 

4.7 LIMITES DE FUNCIONES CON VALORES VECTORIALES 

De nuevo, sea (S, d) un espacio metrico y sea A un subconjunto de S. Consi- 
deremos dos funciones f y g. definidas sobre A. con valores vectoriales torna¬ 
dos en R\ 

f : A -* R\ g :A-+R k . 

El cociente de funciones con valores vectoriales no esti definido (si k > 2), 
pero es posible definir la suma f + g. el producto Af (si A es real) y cl pro- 
ducto escalar f-g por medio de las fdrmulas 
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(f + g)M = *r) + gM. (AfX^) = *«*), (f-g)W = f(x)-g(x) 

para todo a: dc A. Se ticncn cntonccs las siguientes rcglas para calcular los limites 
de funciones con valores vcctoriales. 

Teorema 4.14. Sea p un punto de aiiimulacidn de A y supongamos que 

lim f(x) = a. lim g(x) = b. 

x-p x-p 

Entonces se tiene tambten: 

a) lim,-, [£(*) + g(*)] = a + b. 

b) Af(x) = la para cada escalar A, 

c) lim,., t(x)-g(x) = a-b, 

d) lim,.., |ftx)| = |]a9. 

Demostracidn. Probaremos sdlo las partes (c) y (d). Para probar (c) hagamos 
fW-g(AT) - a-b - [«*) - a]• [g(jr) - b] + a-[|(r) - b] + b-[f(x) - a]. 

La desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad triangular nos dan 
0 £ |f(x)'g(x) - a-b| 

£ |f(x) - a[| ||g(x) - b| + ||aQ Rg(x) - b|[ + {|b| ||f(x) - a||. 

Cada uno de los tlrminos de la derecha tiende a 0 cuando luego 

f(x)-g(tf)-*a-b. Esto prueba (c). Para demostrar (d). obs^rvese que 

nota. Sean /,. f n n funciones con valores rcales definidas sobre A, y sea 

£: A -* R" la funcidn con valores vectoriales definida por 

£(*) = (/»(*). /*(*)./*(•*)) si x G A. 

Entonces /„ .... f n se llaman componcntes dc f. y sc escribe f = (j l ./„) 

para indicar dicha relacidn. 

Si a = (a„ .... On), cntonccs para cada r = 1,2, .... n tenemos 

I fM - o,l s IK,)-»|st I fM - o,l. 

r- 1 

Estas desigualdades demuestran que lim,^ p £(x) = a si, y sdlo si, lim,-,./,(.*) = a T 
para cada r. 
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La delinici6n de continuidad que se da en Cdlculo elemental puede extenderse 
a funciones definidas de un espacio mdtrico a otro. 

Definition 4.15. Sean ( S. d s ) y ( T, d T ) espacios metricos y sea /: S-*T una 
funcidn de S en T. La funcidn f se llama continua en un punto p de S si para 
cada t > 0 existe un 8 > 0 tal que 

dAKx). f(p)) < e siempre que d s (x. p) < 8. 

Si f es continua en todos los puntos del subconjunto A de S, sc dice que f cs 
continua en A. 

Esta dcfinicion reflcja la idea intuitiva de que puntos ccrcanos a p sc apli- 
can, por medio de /, en puntos ccrcanos a f(p). Puede expresarse, tambidn, 
en tdrminos de bolas: una funcidn / es continua en p si, y sdlo si, para cada 
« > 0, existe un 8 > 0 tal que 

KBApi S))cbaJ(p); «). 

Aquf B s (p\ 8) dcsigna una bola de S: su irnagen, por medio de /, debe cstar 
contcnida cn la bola BAf(p) *. 0 dc T. (Ver Fig. 4.2.) 

Si p cs un punto dc acumulacidn de S, la dcfinicidn de continuidad im- 
plica que 

lim f(x) = /(p). 

X-J. 

Si p es un punto aislado de S (un punto dc S que no es de acumulacidn dc S). 
entonces toda / definida cn p serd continua cn p ya que para 8 suficicntc- 
mentc pequeno existe un unico x que satisfacc dAx, p) < 8, a saber x = p. y 

dAKp). m = 0. 


Tcorema 4.16. Sea /: S-*T una funcidn de un espacio mdtrico (S, d s ) cn 
otro espacio mdirico (T. d T ). y suponpamos que p E S. Entonces f es continua 





Figura 4 J. 
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4.10 FUNCIONES COMPLEJAS Y FUNCIONES \TSCTORIALES, 
CONTINUAS 

Teorema 4.18. Sean f y g dos funciones con valores complejos, continuas en 
un panto p de un espacio mitrico (S, d). Entonces f + g. f — g y f-g son todas 
ellas continuas en p. El cociente fjg tambiin es continuo en p si g{p) =£■ 0. 

Demostracidn. El rcsultado es trivial si p cs un punto aislado de 5. Si p es 
un punto de acumulacidn de S, el resultado se sigue del teorema 4.13. 

Existe, ademds, un teorema andlogo para las funciones con valores vecto- 
rialcs, que se demucstra de la misma manera, utilizando el teorema 4.14. 

Teorema 4.19. Sean f y g dos funciones continuas en un punto p de un 
espacio mitrico (S, d), y supongamos que f y g toman sus valores en R n . En¬ 
tonces cada una de las siguientes funciones es continua en p: la suma f + g, 
el producto Af para cada numero real A, el producto escalar f-g. >’ la norma ||f||. 

Teorema 4.20 . Sean /,./„, n funciones reales definidas sobre un subcon- 

junto A de un espacio mitrico (S. dj y sea f = (/,./*). Entonces f es con¬ 
tinua en un punto p de A si, y sdlo si, cada una de las funciones f x . f n es 

continua en p. 

Demostracidn. Si p es un punto aislado de A no hay nada que dcmostrar. 
Si p es un punto de acumulacidn, obsdrvesc que (p) cuando x-+p si, 

y sdlo si, /*(*) -* f k (p) para cada k = 1, 2. n. 

4.11 EJEMPLOS DE FUNCIONES CONTINUAS 

Sea S = C, el piano complejo. Es un ejercicio trivial demostrar que las siguien¬ 
tes funciones con valores complejos son continuas en C: 

a) las funciones constantes, definidas por f(z) = c para todo z de C; 

b) la funcidn identidad, definida por f{z) = Z para todo z de C. 

Aplicando rcpctidamcntc cl teorema 4.18 sc establecc la continuidad de los 
polinomios 

f(z) = a 0 + o,z + a 2 z 2 + ■■■ + a,z", 

donde los ai son numeros complejos. 

Si S es un subconjunto de C en el que el polinomio / no se anula, enton¬ 
ces 1 jf es continua en S. Por lo tanto una funcidn racional gjf, donde g y / son 
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Ndtcsc quc las afirmaciones del teorema 4.22 pueden expresarse lambidn 
de la siguientc mancra: 

/[/“‘(nDs r, xef-'tnni 

Obs^rvese asimismo que f~ l (A vj B) = / -, (/4)u /"'(A) para todos los subcon- 
juntos A y B de T. 

Teorema 4.23. Sea /: S-+T una funcidn de un espacio mctrico (S, d s ) en 
otro ( T, d T ). Entonces f es continua en S si. y sdlo si. para coda conjunto 
abierto Y de T, la antiimagen f~'(Y) es abierta en S. 

Demostracidn. Sea / continua sobre S. sea Y un abierto de T, y sea p un 
punto de f~ l (Y). Probarcmos quc p es interior a f~\Y). Sea y = ftp). Como 
que Y es abierto entonces tenemos que Bfty ; e) c Y para un cierto e > 0. 
Como quc / es continua en p. cxistc un 8 > 0 tal que ftBftp ; 5)) c B T {y ; e). 
Por lo tanto, 

e/"[/(Bs(p;<5))] sf'lBAr ,«)] = r\n 

luego p cs un punto interior a f~ l {Y). 

Reciprocamente, supongamos que f~'(Y) es abierto en S para todo subcon- 
junto abierto Y de T. Elijamos p en S y sea y = ftp). Probaremos que / es 
continua en p. Para cada valor « > 0, la bola Bftyi «) es abierta en T, luego 
f~ l (BAy \ «)) cs abierto en S. Ahora bien, si pGf~ l (BAy\ «)) entonces existe 
un 8 > 0 tal que B£p ; 8) Q f~ l (BAy ; «)). Por consiguiente, KB ftp ; 8)) c 
£ B r (y ; «). luego / es continua en p. 

Teorema 4.24. Sea f:S-*T una funcidn de un espacio mitrico (S. d B ) en 
otro ( T, d T ). Entonces / es continua en S si, y sdlo si, para cada conjunto ce- 
rrado Y de T, la antiimagen f~'(Y) es cerrada en S. 
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Demostracidn. Si Y es cerrado en T, entonces T — Ye s abierto en T y 


f-\T- Y) = S-f~\Y). 

Apliqucse ahora cl teorema 4.23. 

Ejemplos. La imagen dc un conjunto abierto por medio dc una aplicacidn continua 
no es necesariamente abierta. Un contraejemplo muy simple es el de las funciones 
constantes que aplican todo S en un dnico punto de R 1 . Andlogamente, la imagen 
de un conjunto cerrado en una aplicacidn continua no tiene por qu 6 ser cerrada. 
Por ejemplo, la funcidn real /(.r) = arctg .r aplica R* en el intervalo (— */2, r/2). 


4.13 FUNCIONES CONTINUAS SOBRE CONJUNTOS COMPACTOS 

El teorema que siguc prueba que la imagen de un conjunto compacto en una 
funcidn continua es un conjunto compacto. Es otra de las propiedades glo- 
bales de las funciones continuas. 

Teorema 4.25. Sea f: S-*T una funcidn de un espacio mitrico (S. d„) cn 
otro (T, d T ). Si f es continua en un subconjunto compacto X de S, entonces la 
imagen f(X) es un subconjunto compacto de T; en particular, f(X) es un con¬ 
junto cerrado y acotado de T. 

Demostracidn. Sea F un rccubrimicnto abierto de f(X), es decir f(X) c (Jw A. 
Probaremos que un numero finito de conjuntos A recubre a f(X). Como 
/ es continua sobre el subespacio mdtrico (X, d s ) podemos aplicar cl teore¬ 
ma 4.23 para concluir que cada uno de los conjuntos f~\A) es abierto en 
(AT. d a ). Los conjuntos f~ l (A) forman un recubrimiento abierto dc X y, como 
X es compacto. un numero finito de ellos recubre a X ; sea X c /-‘(/l,) 
VJ ... u f-\A p). Entonces 

f(X) £ /[/-‘(A,) W • • • u r\A$ = u • • ■ u/[/-‘(W,)] 

c A x u ••• u A r 

luego f(X) es compacto. Como corolario del teorema 3.38, vemos que f(X) es 
cerrado y acotado. 

Definicidn 4.26. Una funcidn f: S -> R k estd acotada en S si existe un nu¬ 
mero positivo M tal que |]f(x)J <M para todo x de S. 

Como f estd acotada en S si y sdlo si f{S) es un subconjunto acotado 
de R\ tendreinos el siguiente corolario del teorema 4.25. 
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Teorema 4.27. Sea f: S-*R k una funcidn de un espacio metrico S en el 
espacio euclideo R*. Si f es continua en un subconjunto X. compacto en S. 
entonces f estd acotada en X. 


Estc teorema posec importantes implicacioncs en el caso de funciones rea- 
lcs. Si / cs una funcion real, acotada sobre X. entonces f(X) cs un subcon¬ 
junto de R. acotado. luego posec supremo, sup f(X). e mfimo. inf f(X). Adcmds, 

inf f(X) < f(X) < sup f(X) para cada x de X. 

El prdximo teorema prueba que una funcidn continua / alcanza efectivamente 
los valores sup f(X) e inf f(X) si X es compacto. 

Teorema 4.28. Sea f:S~* R una funcidn real de un espacio metrico S en 
el espacio euclideo R. Supongamos que f es continua en un subconjunto X. 
compacto en S. Entonces existen puntos p y q de X tales que 


y 


Ap) = inf/(A') 
/(?) = sup/W. 


nota. Como que f(p) < f(x) < f(q) para todo x de X, los numeros f(p) y 
f(q) sc llaman. rcspcctivamcntc, los valores minimo y mdxirno global es o ab- 
solutos dc / cn X. 


Demostrucidn. El teorema 4.25 demucstra que f{X) es un subconjunto ccrrado 
y acotado de R. Sea m = inf /(AT). Entonces m es adherente a f(X) y, por ser 
f(X) cerrado. m G f{X). Por lo tanto, m = f(p) para un cierto p de X. Andlo- 
gamentc. /(<?) = sup f{X) para un cierto q de X. 


Teorema 4.29. Sea f: S-* T una funcidn de un espacio metrico (S, d s ) en 
otro (T. d T ). Supongamos que / es uno a uno sobre S. de modo que la funcidn 
inversa f~ x existe. Si S es compacto y si f es continua en S, entonces f~ l es con¬ 
tinua en ffS). 

Demostracion. Por cl teorema 4.23 (aplicado a /"‘) bastard probar solamcnte 
que para cada conjunto cerrado X de S la imagen f(X) es cerrada en T. (Ob- 
sdrvese que f{X) es la imagen inversa de X por medio de f~ l .) Como X es ce¬ 
rrado y S es compacto, X es compacto (por el teorema 3.39), luego f(X) es 
compacto (por cl teorema 425) y por lo tanto f(X) es cerrado (por el teore¬ 
ma 3.38). Esto acaba la demostracidn. 
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Ejcmplo. Estc ejemplo muestra quc la compacidad de S es esencial en el teore- 
ma 4.29. Sea S = [0, 1) con la m^trica usual de R* y consideremos la funcidn / con 
valores complejos dcfinida por 

f{x ) = e 2a,s para 0 £ x < 1. 

£sta es una aplicacidn continua uno a uno del semi-intervalo abierto [0, 1) en el 
cfrculo unidad \z\ = 1 del piano complejo. Sin embargo, f~ l no es continua en el pun- 
to /(0). Por ejemplo, si x n = 1 — 1 1n, la sucesidn {/(*„)} converge hacia /(0) pcro 
{**) no converge en S. 

4.14 APLICACIONES TOPOL6GICAS (HOMEOMORFISMOS) 

Definition 4.30. Sea /: S-+T una funcidn de un cspacio milrico (S, d s ) en 
otro (T, d r ). Supongamos tambien que f es uno a uno en S. de niodo que la 
funcidn inversa /" l exisle. Si f es continua sobre S y /“* es continua sobre f(S), 
entonces diremos que f es una aplicacidn topoldgica o un homeomorfismo, y los 
espacios mdtricos (S, dj y (f(S), d T ) se llaman homeomorfos. 

Si / cs un homeomorfismo, entonces f~ l tambidn lo es. El tcorema 4.23 
prucba quc un homeomorfismo aplica subconjuntos abicrtos de S en subcon- 
juntos abicrtos de f(S). Aplica asimismo subconjuntos cerrados de S en sub¬ 
conjuntos ccrrados de f(S). 

Una propiedad de un conjunto que permanezca invariante frentc a las dis- 
tintas aplicaciones topoldgicas, se llama una propiedad topoldgica. Asf pues, 
las propiedadcs de ser abierto, cerrado, compacto son propiedades topoldgicas. 

Un ejcmplo importantc de homeomorfismo lo constituyen las isometrias. 
Sc trata de una aplicacidn f:S-*T quc cs uno a uno sobre S y que conscrva 
la mdtrica; es decir, 

dj(f(x)J{y)) - d£x t y) 

para todos los puntos x e y de S. Si cxiste una isomctria de (S, d s ) en if(S), d T ), 
los dos espacios mdtricos se llaman isomdtricos. 

Las aplicaciones topoldgicas son particularmente interesantcs en la teorfa 
de curvas. Por ejemplo. un arco simple es la imagen topoldgica de un intervalo, 
y una curva cerrada simple es la imagen topoldgica de una circunferencia. 

4.15 TEOREMA DE BOLZANO 

Esta seccidn estd dedicada al famoso teorema de Bolzano que concieme a una 
propiedad global de las funciones reales continuas en intervalos compactos 
[a, b] de R. Si la grafica de / estd por encima del eje de las x en a y por 
debajo del eje dc las x en b. el teorema de Bolzano afirma que la grdfica debe 
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/(a) =£ Entonces f toma todos los valores comprendidos entre /(a) y f(fi) 
en el intervalo (a, p). 

Demostracidn. Sea k un numero comprendido entre /(a) y f(P) y apliquemos 
el teorema de Bolzano a la funciin g definida en [a, p] por medio de la ecua- 
cidn g(x) = f{x) — k. 

El teorema del valor intermedio, juntamente con el teorema 4.29, implican 
que la imagen cotinua de un intervalo compacto S por medio de una funciin 
real es otro intervalo compacto ; a saber 

[inf/(S), sup/(S)]. 

(Si / es constante en S, entonces el intervalo serfa degenerado.) La secciin 
siguiente extiende esta propiedad a escenarios mis amplios de espacios mi- 
tricos. 

4.16 CONEXI6N 

En esta secciin se describe el conceplo de conexidn y su rclacidn con la con¬ 
tinuidad. 

Definicidn 4.34.Un cspacio mitrico S se dice que es no conexo si S = A U B, 
donde A y B son conjuntos abiertos disjuntos de S, no vacios. Diremos que S 
es conexo si no es no conexo. 

nota. Un subconjunto X de un espacio mitrico S se llama conexo si, consi- 
derado como subespacio mitrico de S, es un espacio mitrico conexo. 

Ejemplos 

1. El espacio mitrico 5 = R — {0} con la mitrica usual euclfdea es no conexo, ya 
que es uniin de dos conjuntos abiertos disjuntos no vaefos, los ndmeros positivos 
y los numeros reales negativos. 

2. Cada intervalo abierto de R es conexo. Esto se demostri en la sccciin 3.4 como 
consecucncia del teorema 3.11. 

3. El conjunto Q de los numeros racionales, considerado como subespacio del es¬ 
pacio euclfdco R 1 , es no conexo. En efecto, Q = A u B. donde A consta de todos 
los ntimeros racionales <\2 y B de todos los nilmeros racionales > V2. Ani- 
logamente, cada bola de Q es no conexa. 

4. Cada espacio mitrico S contiene subconjuntos no vaefos conexos. En efecto, para 
cada p de 5 el conjunto {p} es conexo. 

Para relacionar la conexiin con la continuidad introduciremos el concepto 
de funciin a dos valores. 
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Ejemplo. Como un intervalo X de R 1 cs conexo, cada imagen continua f{X) es co¬ 
nexa. Si / toma valorcs rcales, la imagen f(X) es otro intervalo. Si / toma valores 
en R\ la imagen f(X) se llama curva de R". Entonces, cada curva de R n es conexa. 

Como corolario al Teorema 4.37, tenemos cl tcorcma siguiente que es una 
extensidn del de Bolzano. 


Teorema 4.38 (Teorema del valor inter medio para funciones realcs 
continual ). Sea f una funcion real continua definida en un subcon junto co¬ 
nexo S de R". Si / alcanza dos valores distintos sobre S, tales como a y b, en¬ 
tonces para cada c comprendido entre a y b existe por lo me nos un punto x 
de S en el que fix) = c. 

Demostracidn. La imagen fiS) es un subconjunto conexo dc R 1 . Por lo tanto, 
/(S) es un intervalo que contiene a a y a b (ver ejercicio 4.38). Si algun valor c 
comprendido entre a y b no estuviese en f{S ), entonces f(S) no serfa conexo. 

4.17 COMPONENTES DE UN ESPACIO MfiTRICO 

Esta scccidn dcmucstra que todo cspacio mdtrico S puede expresarse dc forma 
unica como reunion de «trozos» conexos, llamados componentcs. Ante todo dc- 
mostraremos el siguiente. 

Teorema 4.39. Sea F una coleccidn de subconjuntos conexos de un espacio 
mttrico S tal que la interseccidn T = (\ A9F A es no vacia. Entonces. la reunidn 
V = U A*r * conexa. 


Demostracidn. Como T^0. existe un t de T. Sea / una funcidn a dos 
valores definida sobre U. Probaremos que / es constante en U probando que 
f{x) = fit) para todo x de U. Si x G U, entonces xGA para un cierto A de F. 
Como A es conexo, / es constante sobre A y, como t E A, /(x) = /(/). 

Todo punto x de un espacio mdtrico S pertcnccc. por lo mcnos, a un sub¬ 
conjunto conexo de S. a saber {x}. Por el teorema 4.39, la reunidn dc todos 
los subconjuntos conexos que contienen a^cs tambi^n conexo. A esta reunidn 
la llamaremos componente de S , y la designaremos por Uix). Asf, Uix) es el 
subconjunto dc S conexo maximal que contiene a x. 

Teorema 4.40. Todo punto de un espacio metrico S pertenece a una unica 
y determinada componente de S. En otras palabras, las componentes de S for- 
man una coleccidn de conjuntos disjuntos cuya reunidn es S. 
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Demostracion. Dos componentes distintas no puedcn tener ningtin punto x cn 
coraun; en otro caso (por cl teorcma 4.39) su reunidn serfa un conjunto conexo 
mds grande que contendria a x. 

4.18 CONEXI6N POR ARCOS 

En esta seccidn se describe una propiedad especial, llamada conexidn por arcos, 
que poseen algunos (pero no todos) los conjuntos conexos dc un espacio 
euclideo R". 

DefiniciSn 4.41. Un conjunto S de R" se llama arco-conexo si, para coda 
par dc punt os a y b de S, existe una juncidn f: [0, 1 \ -* S tal que 

i(0) = a y f(l) = b. 

Nota. Una tal funcidn se llama un camino de a a b. Si f(0)^= f(l), la imagen 
dc [0, 1] por medio de f se denomina arco, que une a con b. Entonces, S es 
arco-conexo si cada dos puntos distintos dc S pueden unirse por medio dc 
un arco contenido cn S. Los conjuntos arco-conexos se Ilaman tambidn co¬ 
nexos por caminos. Si f(t) = th + (1 — /)a para 0</< 1, la curva que une 
a y li se llama seamen to rectilinco. 

Ejemplos 

1. Cada conjunto convexo de R* es arco-conexo, ya que el segmento rectilfneo que 
une dos puntos del conjunto est i en el conjunto. En particular, las bolas n-di- 
mensionales abiertas y las cerradas son arco conexas. 

2. El conjunto dc la figura 4.4 (reunidn de dos discos ccrrados tangentes) es arco 

conexo. 


3. El conjunto dc la figura 4.5 consiste en todos los puntos dc la curva dcscrita por 
y = sen (1 lx), 0 < x < 1, y los del segmento horizontal — 1 < x < 0. Este con¬ 
junto cs conexo pero no arco conexo (eicrcicio 4.46). 

El teorema que sigue relaciona la conexidn por arcos con la conexidn. 
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Teorema 4.42. Todo con junto S de R* arco-conexo es conexo. 

Demostracidn. Sea g una funcidn a dos valores definida sobre S. Probaremos 
quc g es constante sobre S. Elijamos un punto a de S. Si x G S. unamos a con x 
por medio de un arco r contenido en S. Como quc T cs conexo. g cs cons- 
tantc sobre V luego g(x) = g(a). Pero, al scr x un punto arbitrario de S. queda 
demostrado que g es constante sobre S. y que S es conexo. 

Hemos visto anteriormente que hay conjuntos conexos que no son arco 
conexos. Sin embargo, ambos conceptos son equivalentes en el caso de con- 
juntos abiertos. 

Teorema 4.43. Un conjunto abierto conexo de R" es arco-conexo. 

Demostracidn. Sea S un conjunto abierto y conexo dc R n y supongamos que 
x G S. Probaremos que x puede unirsc con cualquicr otro punto y de S por 
medio dc un arco contenido en S. Designcmos por A cl subconjunto de S for- 
mado por los puntos que pueden unirse con x, y sea B = S — A. Entonces 
S = A u B, dondc A y B son disjuntos. Ahora demostraremos quc tanto A 
como B son abiertos en R n . 

Sea a G A y unamos n con x por medio de un arco T contenido en S. 
Como quc a G S y S cs abierto. existc una bola n-dimcnsional B{ a) c S. Cada y 
dc B( a) puede unirsc con a por medio dc un segmento rectilfnco (contenido 
en S) y por lo tanto con x por medio de V. Asf pues, si y G B( a), entonces 
y G A. Esto implica que 5(a) c: A, y por lo tanto A es abierto. 

Para ver que B tambidn es abierto, supongamos quc b G B. Entonces existc 
una bola n-dimensional fl(b) c S, ya que S es abierto. Ahora bicn, si un pun¬ 
to y de 0(b) pudiesc unirsc con x por medio de un arco l v , contenido en S , 
el punto b tambidn podrfa unirse con x. uniendo primeramente b con y (por 
medio dc un segmento rectilfnco contenido en 0(b)) y utilizando despuds T?. 
Pero como b $/l, ningun punto de 0(b) deberd pertenecer a A. Asf, 0(b) QB, 
luego 0 es abierto. 

Hemos obtenido, por lo tanto, una dcscomposicidn S = Au B, dondc A 
y 0 son conjuntos de R n abiertos y disjuntos. Pero, A es no vaefo ya que 
xEA. Como que S cs conexo. 0 deberd ser vaefo, con lo cual S = A. Ahora 
bien, es evidente que A es arco-conexo ya que cualquier par de puntos de A 
pueden unirse por medio de un arco conveniente, uniendo primeramente cada 
uno dc cllos con x. Por consiguiente, S cs arco-conexo y la demostracidn estd 
terminada. 

nota. Un camino f:[0, l]-*5 se llama poligonal si la imagen dc [0, 1] por 
medio de f es la reunidn de un numero finito de segmentos rectilfneos. El mis- 
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mo argumento utilizado para demostrar cl teorcma 4.43 prucba ademds que 
cada conjunto concxo dc R" es conexo por poligonales ; es dccir, cada par dc 
puntos del conjunto puede unirse con un arco poligonal contcnido en el con- 
junto. 

Teorcma 4.44. Todo conjunto abierto S de R r “ puede expresarse de forma 
unica como reunidn de una familia disjunta numerable de conjuntos conexos 
y abiertos. 

Demostracidn. Por el teorema 4.40, las componentes de S constituyen una 
coleccidn dc conjuntos disjuntos cuya reunidn es 5. Cada componente T de S 
es abierta, puesto que si x E T existe una bola n-dimensional B(x) contenida 
cn S. Como B(x) es conexo. B(x) c T, luego T es abierto. Por el teorema de 
Lindelof (teorema 3.28), las componentes de S constituyen una coleccidn nu¬ 
merable, y por el teorema 4.40 la descomposicidn en componentes es tinica. 

DefiniciSn 4.45. Un conjunto de R” se llama regidn si es la reunidn de un 
conjunto conexo abierto con alguno . ninguno. o todos sus puntos frontera. Si 
ninguno de sus puntos frontera esta incluido en la regidn, se dice que dsta 
es una regidn abierta. Si todos los puntos frontera estdn incluidos, se dice que 
la regidn es una regidn ccrrada. 

nota. Algunos autores utilizan la palabra dominio cn vcz dc regidn abierta, 
especialmcnte en el piano complejo. 


4.19 CONTINUIDAD UNIFORME 

Supongamos que / estd definida en un cierto espacio mdtrico ( S, d s ) y tiene 
sus valorcs en otro cspacio mdtrico (7\ d,), y supongamos que / es continua 
cn un subconjunto A de S. Entonccs, dado un punto p dc A y un e > 0, existe 
un 8 > 0 (que dependc de p y de c) tal que. si x E A, entonccs 

d r (fix). f(p )) < ‘ siempre que d£x. p) < 8. 

En general no se debe esperar que, fijado e, el mismo valor de 8 sirva para 
cada punto p de A. Sin embargo, puede ocurrir. Cuando ocurre, se dice que la 
funcidn es uniformemente continua en A. 

Definicion 4.46. Sea f :S-*T una funcidn de un espacio metrico (S, d s ) en 
otro espacio metrico ( T, d T ). Entonces se dice que f es uniformemente con¬ 
tinua en un subconjunto A de S si verifica la siguiente condicidn: 
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Consideremos la colcccidn dc las bolas B£a\ r/2) dc radio r/2. Recubren a A 
y, como A cs compacto, basla un numcro finito dc cUas para rccubrir a A , 
o sea 

A = 9. ?) ■ 

En cualquiera dc las bolas dc doble radio, Bfa ; r k ) sc tiene 

d T (f(x), f(a k )) < y sicmprc quc x G ; nd n A. 

Sea S cl mcnor dc los numeros rJ2 . rJ2. Probarcmos quc cstc 8 satisfacc 

la dcfinicidn dc continuidad uniforme. 

En efccto, consideremos dos puntos dc A, por ejemplo x y p, con 
dg(x, p) < En virtud dc la anterior discusidn existirfi una bola Bfa ; r k /2) 
quc contenga a x, luego 

dA/M ./(«*))<!• 

Por la dcsigualdad triangular tenemos que 

ds(p. a k ) £ djp, x) + </j(x, a k ) < S + ^ + ~ = r k . 

Por lo tanto, p G Bs(a k ; r k ) n S, y cntonccs tenemos tambidn quc 

dr(f(p). Ka k )) < c/2. 

Utilizando, una vcz m£s, la dcsigualdad triangular obtenemos 

dAfWJ(p)) s dA/WJM) + dA/MJ(p)) <| + | = «. 

Esto termina la dcmostracidn. 


4.21 TEOREMA DEL PUNTO FIJO PARA CONTRACCIONES 

Sea f:S S una funcidn dc un espacio mdtrico ( S , d) en sf mismo. Un punto p 
de S es un punto fijo dc / si fip) = p. La funcidn / sc denomina contrac¬ 
tion dc S si cxistc un numcro positivo a < 1 (llamado constante de contraccidn 
o coeficiente de contraction), tal quc 


d(K*). f(y)) < « d{x, y) para todo x, y de S. 


(7) 
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El resto de este capftulo lo dedicaremos a cstudiar propicdades cspecialcs dc 
funcioncs rcalcs dcfinidas en subintervalos dc R. 

Sea / una funcidn real definida sobre un intervalo ( a, b). Supongamos que 
c E [a, b). Si f(x) -* A cuando x c con valorcs mayores que c, diremos que 
A es el limite lateral por la derecha de / en c y lo indicaremos, escribiendo 

lim f(x) = A. 

x-e + 

El lfmite lateral por la derecha se designa tambidn por medio dc /(c+). En la 
tcrminologia e. 8 significa que para todo * > 0 existe un X > 0 tal que 

|/W — f(c+) I < * siempre que c < x < c + 8 < b. 

N6tc.se que / no necesita estar definida en el punto c. Si / esti definida en c 
y es /(c+) = /(c). diremos que / cs contlnua por la derecha en c. 

Los 1/mites laterales por la izquierda y la continuidad por la izquierda 
en c se definen andlogamentc si c E (a, b]. 

Si a < c < b, cntonccs / cs continua en c si, y s61o si, 

/(c) = /(c+) = /(c-). 

Diremos que c es una discontinuidad de /, si / no es continua en c. En este 
caso dcbcr£ darse alguna dc las siguientes condiciones: 

a) O no existe /(c+) o no existe /(c-). 

b) Tanto /(c+) como /(c—) existen pero son distintos. 

c) Tanto f{c+) como /(c-) existen y f{c+) = /(c—) =£ f(c). 

En cl caso (c) sc dice que cl punto c es una discontinuidad evitable, ya que 
la discontinuidad podrfa evitarse volviendo a definir / en c dc suerte que cl 
valor dc / en c fuese /(c+) = /(c—). En los casos (a) y (b), se dice que c es 
una discontinuidad inevitable dado que la discontinuidad no puede evitarse 
aunque volvamos a definir / en c. 

Definicion 4.49. Sea f una funcion definida sobre un intervalo cerrado [a, b]. 
Si f(c+) y /(c—) existen en un punto interior c, entonces: 

a ) K c ) — /(c—) se llama el salto de f a la izquierda de c, 

b) f{c 4*) — /(c) se llama el salto dc f a la derecha dc c, 

c) /(c+) — /(c—) se llama el salto de f en c. 
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Si alguno de ellos es distinto de 0, entonces se dice que f tiene una discontinue 
dad de salto en c. 

En los puntos extrcmos a y b, s61o consideraremos uno dc los saltos late¬ 
rals, el salto a la derecha en a, /(a+) — 1(a), y el salto a la izquierda en b, 
1(b) — Kb—). 


Ejemplos 

1. La funcidn / definida por f(x) = xj\x\ si .r =^0, /(0> = A. tiene una discontinui- 
dad de salto en 0, independiente del valor de A. Aquf /(0+) = +1 y /(0—) = — 1. 
(Vcr fig. 4.6.) 

2. La funcidn / definida por f(x) =1 si x 9*0. /(0) = 0. posee un salto de discon¬ 
tinued evitable en 0. En cstc caso /(0+) = /(0—) = 1. 



3. La funcidn / definida por f(x) = l/.r si x¥*0. /(0) = A. tiene un punto de dis¬ 
continued inevitable en 0. En cstc caso /(0+) y /(0 —) no cxistcn. (Vcr fig. 4.7.) 

4. La funcidn / definida por /(. x) = sen (1 lx) si x^O. /(0) = A, posee una discon¬ 
tinued inevitable en 0 ya que /(0+) y /<0—) no existen. (Ver fig. 4.8.) 

5. La funcidn / definida por f(x) = x sen (1/*) si x^0. /(0) = 1, tiene un punto 
de discontinued evitable en 0, ya que /(0+) = /(0—) = 0. (Ver fig. 4.9.) 
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Teorema 4.52. Sea f e strict ament e creciente en un con junto S de R. Enton- 
ces f~ l existe y es estrictamente creciente en f{S). 

Demostracidn. Como / es estrictamente creciente, es uno a uno en S, luego 
/-* existe. Para ver que /" ! es estrictamente creciente, sean y, < y 2 dos puntos 
de /(S) y sea = /"‘(y,). x 2 = No puede ser que > x 2 . ya que cn- 

tonces tendriamos tambien que y, > y a . La unica alternativa es jr t < at 2 , y esto 
significa que / _l cs estrictamente creciente. 

El teorema 4.52 junto con el teorema 4.29 conduccn a: 


Teorema 4.53 . Sea f estrictamente creciente y continua en un intervalo com- 
pacto [a, b). Entonces f~ l es continua y estrictamente creciente en el intervalo 
[/(fl). m- 

nota. El teorema 4.53 nos dice que una funcidn continua, estrictamente cre- 
cicntc cs una aplicacidn topoldgica. Rcciprocamcntc. toda aplicacidn topold- 
gica dc un intervalo [a. b) sobre un intervalo [c. d] debe scr una funcidn cs- 
trictamcntc mondtona. La vcrificacidn dc cstc hccho constituyc un cjcrcicio 
muy instructive para cl lector. (Ejcrcicio 4.62.) 

EJERCICIOS 
Limites dc sucesiones 

4.1 Probar cada una de las afirmacioncs siguientes acerca de sucesiones de C. 

a) 2"-*0 si Iz] < 1; lz n ) diverge si |z| > 1. 

b) Si z„-*0 y si [c n ) cstd acotada. entonces {r„c w )~»0. 

c) z*/n\ ->0 para cada complcjo z. 

d) Si a n — V n* + 2 — n. entonces </«-*(). 

4.2 Si o M+3 = + a n )l 2 para todo n > I. expresar a m cn funcidn dc a, y a.,, y 

demostrar que a n (a, + 2u.)/3. Obsenacidn: a m + 2 ~ a*+i ” \ifln ” 

4.3 Si 0 < x, < 1 y si = I — \ I - .v w para todo n > 1, probar que {x n ) cs 
una sucesidn decreciente con Ifmite 0. Probar ademds que x n +Jx n ~* }. 

4.4 Dos sucesiones dc enteros positivos la m ) y {/>„} se definen recursivamente ha- 
ciendo a, = b t = 1 e igualando las partes racionaies e irracionales de la ccuacidn 


a„ + b m \ 2 = («/„_, + b n .,\ 2) : para n > 2. 


Probar que a n 2 — 2b n 2 = 1 para n > 2. Dcducir que a m !b a -* \ 2 por medio dc va- 
lorcs > V2. y que 2 bJa H -> \ 2 por medio de valores < \ 2. 
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4.5 Una sucesidn real {x„} satisface 7.x m + t = x m * + 6 para n > 1. Si x, = }, pro¬ 
bar que la succsi6n crece y hallar su limite. iQuc ocurre si x, = § o si x, = § ? 

4.6 Si \a n \ < 2 y | a„ + 2 - a„+ x < \ a^ l - ojj para todo n> 1, probar que {a*} 
converge. 

4.7 En un espacio mdtrico (5, d ) suponemos que x* -+ x y que y n -* y. Probar 
que d(x n , y n ) -* d(x, y). 

4.8 Probar que en un cspacio mctrico compacto (S, d), cada sucesidn de S admitc 
una subsucesidn convergente en S. Esla propiedad implica lambi^n que S es com¬ 
pacto, pero no se pide una demostracidn de este resultado. (Una demostracidn puede 
cncontrarse en las referencias 4.2 o 4.3.) 

4.9 Sea A un subconjunto de un espacio mdtrico S. Si A es completo, probar 
que A es cerrado. Probar que el recfproco tambitfn es cierto siempre que S sea 
completo. 

Limites de funciones 


nota. En los cjcrcicios 4.10 a 4.28 todas las funciones serin realcs. 

4.10 Sea / definida en un intervalo abierto (a. b) y supongamos que .vG(c, b). 
Considcrcmos las dcs afirmaciones siguientes: 

a) lim |/(x + h) - /(x)| = 0 ; b) lim |/<x + h) - f(x - /t)| = 0. 

A-0 h—O 

Probar que (a) siempre implica (b). y dar un ejcmplo cn cl que (b) se verifique 
pero (a) no. 

4.11 Sea / definida en R J . Si 

lim /( x, y) - L 

y si cxistcn los dos I (mites unidimcnsionalcs lim r _„ f(x, y) y lim v _ b /(x, y), pro¬ 
bar que 

lim [lim/(x. y)\ = lim [lim/(x, y)] = L. 

r—t r—b x—a 

Consideremos ahora las funciones / definidas cn R ; como sigue: 


a) /(.v, y) 

b) /(.v. y) 

c) fix, >0 


- y 2 
x 2 + y 2 

_ (x y) 2 

(xy) 2 + (x - y) 2 

I sen (xy) 

x 


d) fix, y) = 


(x + y) send/*) sen(l/y) 
0 


si(x, v) * (0. 0)./(0. 0) = 0. 

si (x.y) * ( 0 . 0 )./( 0 , 0) = 0 . 
six * 0 ./( 0 , y) = y. 

six * 0 e y 2 0, 
six = 0 o y = 0. 


e) fix, y) 


sen x — sen >• 
tg x —tg y 
cos 3 x 


si tg x ^ tg y. 
si tg x = tg y. 
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En cada uno de los ejercicios anteriores, delerminar cuindo existen los 1/mites que 
se proponen y calcular los quc existan: 

lim [lim/U. y)]; lim (lim/(.r, y)J ; lim fix, y). 

x-0 y-0 y- o *-0 «J.I)-(O.O) 

4.12 Si .r€ [0, 1] probar quc cl siguicntc Ifmite cxistc. 

lim [lim cos 2 "(m! ;r.r)J, 

y quc su valor es 0 o 1 . scgun que .t sea irracional o racional. 


Continuidad de funciones reales 

4.13 Sea / continua cn [a. b] y sea fix ) = 0 si .r cs racional. Probar que fix) = 0 
para todo .r dc [a. b], 

4.14 Sea / continua cn cl punto a = (a,, a 3 , .... a n ) dc R". Conservemos a 3 , a 3 . a n 

fijos y definamos una nueva funcidn g dc una sola variable real definida por la 
ccuacidn 

ffix) = fix. a 2 . a a ). 

Probar quc g cs continua cn cl punto x = a r (Estc rcsultado suclc expresarse di- 
cicndo que una funcidn continua de n variables es continua en cada una de ellas 
sepasr ad ament e.) 

4.15 Probar por medio de un cjcmplo quc cl rccfproco dc la proposicidn establc- 
cida cn cl ejcrcicio 4.14 no cs vcrdadcro cn general. 

4.16 Sean /. g y h definidas cn [0, 1J como sigue: 

f(x) = £(.*) = h(x) = 0. siempre que .r sea irracional; 
fix) = 1 y g(.r) = x, siempre quc x sea racional; 
h(x) = I In. si x cs cl racional min (irreducible); 

M 0) = I. 

Probar quc / no cs continua cn ningdn punto dc [0, 1], quc g cs continua sdlo 
cn .r = 0. y quc h sdlo cs continua cn los puntos irracionales dc [0, 1]. 

4.17 Para cada x dc [0. 1], sea fix) = x si x cs racional, y sea fix) =1 —x si x cs 
irracional. Probar quc: 

a) fifix)) = x para todo x dc [0, 1). 

b) fix) + f(\ — x) = 1 para todo * de [0, 1J. 

c) / es continua sdlo en el punto x = 

d) / toma todos los valorcs comprcndidos entre 0 y 1. 

c) fix+y) — fix) — fiy) es racional para todos los x c y de [0, 1]. 

4.18 Sea / definida en R y supongamos que cxiste por lo mcnos un punto x„ dc R 
en el que / cs continua. Supongamos tambidn que, para cada x e y dc R. f satis- 
facc la ccuacidn 

fix + y) = fix) + fiy). 

Probar que cxistc una constantc a tal quc fix) = ar para todo .r. 
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siempre que x^y. 

a) Probar que / posee a Io sumo un punto fijo, y dar un cjcmplo de una 
funcidn / de este tipo sin puntos fijos. 

b) Si S es compacio, probar que / admite un punto fijo cxactamcnte. Indica- 
cidn. Probar que g(x) = d(x, f(x)) alcanza un m/nimo cn S. 

c) Dar un ejcmplo en el que, siendo S compacto, / no sea una contraccidn. 
4.72 Supongamos que / satisface la condicidn del ejercicio 4.71. Si xS S. sea p 0 = x, 
Pn+i = f<Pn>> y c n = d(p n , p nU ) para n> 0. 

a) Probar que {c n ) es una sucesidn decreciente, y sea c = lim c H . 

b) Supongamos que existe una subsucesidn {p* (w) } convergente hacia un cicrto 
punto q de S. Probar que 

c = d(qjiq)) - d(f(q),/lf(q)J). 

Dcducir que q es un punto fijo de / y que p^-*q. 
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CAPITULO 5 


Derivadas 


5.1 INTRODUCCI6N 

Este capftulo trata dc la derivada, conceplo fundamental del Cilculo diferen- 
cial. Dos tipos distintos de problemas —el problema ffsico, que consiste en 
buscar la velocidad instantdnea dc una partfcula mdvil. y cl problema geo- 
mrftrico. que consiste en buscar la recta tangentc a una curva cn un punto 
dado—, ambos conducen de forma muy natural a la nocidn de derivada. No 
nos interesaremos ni por las aplicaciones ffsicas ni por las aplicaciones geo- 
mdtricas; dedicaremos nuestra atencidn a las propiedades generates de las de¬ 
rivadas. 

Este capftulo tratard, ante todo. dc las derivadas de funciones dc una 
variable real y, espccialmente, de funciones rcales definidas cn intervalos dc R. 
Estudiari tambi^n brevemente las derivadas de funciones de valores vectoriales 
de una variable real, y las derivadas parciales, ya que estos temas no envuelvcn 
ideas nuevas. Mucho dc lo que sc exponc scri familiar al lector, pucs se trata 
de Cilculo elemental. Un tratamiento mis detallado de la teorfa dc la deri- 
vacidn para funciones de varias variables involucra cambios realmente impor- 
tantes y por ello se desarrollari en el capftulo 12. 

La ultima parte dc este capftulo trata dc las derivadas dc funciones com- 
plcjas dc una variable complcja. 

5.2 DEFINICI6N DE DERIVADA 

Si / esti definida sobre un intervalo abierto (a, b), entonces para cada dos pun- 
tos distintos x y c de (a, b) podemos considerar el cociente de diferencias (*) 

fix) - J(c) 

x-c * 

Mantenemos c fijo y estudiamos el comportamiento de este cociente cuan- 
do x —► c. 

• Este cociente se conoce con el nombre de cociente incremental. (N. de t) 
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Definition 5.1. Sea f una funcion real definida en un intervalo abierto (a. b), 
y supongamos que c E (a, b). Diremos que f es diferenciable en c siempre que 
el llmite 

i 

*-c X — C 

exista. El llmite, designado por f'(c), se llama derivada de f en c. 

Este m&odo de calcular limites define una nueva funcidn /', cuyo dominio 
est£ formado por aquellos puntos de (a, b) en los que / es diferenciable. La 
funcidn /' se llama la primera derivada de /. Andlogamente, la n-^sima deri¬ 
vada de /. designada por f tm \ es la primera derivada de / ( "“*\ para n = 2, 3, ... 
(segun nuestra definicidn, sdlo es posible considerar f (n) si /*■“*> est«i definida 
en un cierto intervalo abierto). Otras notaciones con las que el lector puede 
estar familiarizado son 

/'(c) = D/(c) - -{ (c) = dy [donde y = f(x)] t 

dx dx Mme 

o notaciones similarcs. La funcidn / se escribe, a vcccs, f l9) . El proceso que 
produce f a partir dc / se llama diferenciacidn. 

5.3 DERIVADAS Y CONTINUIDAD 

El teorema que se da a continuacidn permite reducir algunos de los teoremas 
dc derivadas a teoremas de continuidad. 

Teorema 52. Si f estd definida en un intervalo (a, b) y es diferenciable en 
un punto c de (a, b), entonces existe una funcion /• (que depende de f y de c) 
continua en c y que satisface la ecuacidn 

fix) -f(c) - (x - c)/*(x), (1) 

para todo x de (a. b), con f*(c) = ffc). Reciprocamente, si existe una fun - 
cidn /*, continua en c, que satisfaga ( 1 ), entonces f es diferenciable en c y 

m = m 

Demostracidn. Si f(c) existe, sea /• definida en (a, b ) como sigue: 

/•(*) = fM ~ f<C) si *¥=c. /*(c) = /'(c). 

X - c 


Entonces /* es continua en c y (1) se vcrifica para todo x de (a, b). 
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Redprocamente, si (1) se verifica para una cicrta funcion /* continua cn c, 
entonces dividiendo por x — c y hacicndo x-*c vemos que /'(c) existe y es 
igual a /*(c). 

Como consecucncia inmediata dc (1) se obtiene: 

Teorema 5.3. Si / es diferenciable en c, entonces f es continua en c. 

# 

Demostracion. En (1) hagamos x~*c. 

nota. La ccuacidn (1) ticne una intcrpretacidn gcomdrica que ayuda a ad- 
quirir una intuicidn de su significado. Como que /• es continua en c. /•(*) es 
aproximadamente igual a f*(c) = f(c) si x es prdximo a c. Reemplazando f*(x) 
por f(c) cn (1) obtencmos la ccuacidn 

fix) * f(c) + f\c){x - c). 

que ser^ aproximadamente correct a cuando x — c sea pequeiio. En otras pa- 
labras, si / es diferenciable en c, entonces / es aproximadamente una funcidn 
lineal en las proximidades dc c. (Ver Fig. 5.1.) El Cdlculo difcrencial cxplota, 
continuamcnte, esta propiedad gcomdtrica dc las funciones. 



5.4 ALGEBRA DE DERIVADAS 

El siguiente teorema describe las fdrmulas usuales para diferenciar la suma, 
la diferencia, el producto y el cociente de dos funciones. 

Teorema 5.4 . Supongamos que f y g estdn definidas en (a. b) y son dife • 
renciables en c. Entonces f + g, f — g y f-g son tambien dijerenciables en c. 
Esto cs asimismo verdadero para f/g si gic)^= 0. Las derivadas en c estdn 
dados por las formulas siguientes: 
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a) (/ ± g)'(c) 

b) (/• g)'(c) 


/•(c) ± 9(C), 
/(c)9'(0 + /'(c)g(c). 


c) (flg)'(c) = - C —** — JS*) g J c ) t en e i supuesto de que g(c) =£ 0 . 

g(c) 2 


Demostracidn. Probaremos (b). Utilizando cl teorema 5.2, cscribircmos 


/(*) = /(c) + (* - c)/*(.r), g(x) = g(c) + (x - c)<7*(*). 

Entonces 

/MgM - /<c)g(c) = (x - c)[/(c)g*(jr) + /*U)g(c)] + (x - c)7*(x)g*(x). 

Dividiendo por x — c y hacicndo quc x-+c obtcndremos (b). Las dcmostra- 
ciones de las otras afinnaciones son anllogas. 


Dc la definicidn sc siguc inmcdiatamcnte quc si / cs constante cn {a, b) t cn- 
tonccs f = 0 cn {a, b ). Tambten, si f{x) = x, entonces f(x) = 1 para todo x. 
Aplicando rcpctidamcntc cl teorema 5.4 obtenemos quc si /(*) = X* (n cntcro 
positivo), entonces f{x) = nx m ~ l para todo x. Aplicando, de nuevo, cl teore¬ 
ma 5.4 vemos que todo polinomio admitc derivada en todo R y que cada fun- 
cidn racionai admite derivada cn los puntos en los que csti definida. 


5.5 LA REGLA DE LA CADENA 


Un rcsultado mis profundo lo constituyc la llamada regia de la cadena para la 
diferenciacidn de funciones compuestas. 

Teorema 5.5 (Regia de la cadena). Sea f definida en un intervalo abierto S 
y sea g definida en f(S). y consideremos la funcion compuesta gof definida 
en S por medio de la ecuacidn 

° fX*) = giKx)). 

Supongamos que exista un punto c de S tal que f(c) sea un punto interior de f(S). 
Si f es diferenciable en c y g es diferenciable en f(c), entonces g°fes diferen - 
ciable en c y se tiene que 

(9 o/)'(c) = 9\mv\c\ 

Demostracidn. Utilizando cl teorema 5.2 podemos escribir 


f{x) - /(c) = (x - c)f*(x) para todo * de S. 
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B(c) Q (a, b) cn la que f*(x) tiene cl mismo signo que /*(c), y csto significa que 
f(x) — /(c) ticne el mismo signo que x — c. 

Si f(c ) = +cc, existe una bola unidimensional B(c) en la que 

/ ^ -Z > | cuando x * c. 

x — c 


En esta bola el cociente cs. de nuevo. positivo y la conclusidn sigue como antes. 

Un resultado andlogo al del tcorema 5.7 cs vdlido, naturalmcnte, si f(c) < 0 
o si f(c) = —co en algun punto interior c de (a, b). 

5.8 DERIVADAS CERO Y EXTREMOS LOCALES 

Definicidn 5.8. Sea f una juncidn real definida en un subconjunto S de un 
espacio mdtrico M, y supongamos que aGS. pntonces / posee un mdximo local 
en a si existe una bola B(a) tal que 

f(x) < f{a) para todo x de B(a) n S. 

Si f(x) > 1(a) para todo x de B(a) r S. entonces / posee un minimo local en a. 

nota. Un mdximo local en a es cl mdximo absoluto de / cn cl subconjunto 
B(a) n S. Si / tiene un mdximo absoluto en a. entonces a es un mdximo local. 
Sin embargo, / puedc poseer mdximos locales en varios puntos de S sin que 
posea mdximo absoluto en el conjunto S. 

El teorema que sigue establece una relacidn entre las derivadas nulas y los 
extremos locales (mdximos o minimos) en puntos interiorcs. 

Teorema 5.9. Sea / definida en un intervalo abierto (a. b) y supongamos 
que f posee un mdximo local o un minimo local en un cierto punto interior c 
de (a, b). Si / posee derivada (finita o infinita) en c, entonces j'(c) debe ser cero. 

Demostracidn. Si f(c) es positiva o + oo, entonces / no puede tener un cx- 
tremo local cn c, en virtud del teorema 5.7. Andlogamcnte, f(c) no puede scr 
negativa ni — co. Luego, dado que existe derivada en c, la unica posibilidad 
que queda es f(c) = 0. 

El reciproco del teorema 5.9 es falso. En general, el saber que f(c) = 0 
no basta para deducir que / tiene un extremo cn c. Dc hecho, cs posiblc que 
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carczca de cllos, como pucde verificarsc por medio del cjemplo f(x ) = x 3 y 
c = 0. En este caso, /'(0) = 0 pero / es creciente en todo entorno de 0. 

Ademds, conviene insistir en el hecho de que / puede tener un extremo local 
en c sin que /'(c) sea cero. Por ejemplo, f(x) = |x| tiene un mfoimo en x = 0 
pero, naturalmcnte. no existe la derivada en 0. El teorema 5.9 presupone que 
/ tiene derivada (finita o infinita) cn c. El teorema presupone tambidn que c es 
un punto interor de (a. b). En el ejemplo f(x) = x, dondc a<x<b, f alcanza 
su mdximo y su mfnimo en los puntos extremos pero en cambio j\x) no es 
nunca cero en [a, b]. 

5.9 TEOREMA DE ROLLE 

Es geomdtricamente evidente que una curva suficientemente ^regular* que corta 
al eje ox en los puntos extremos del intervalo [a, b] debe poseer un « punto de 
viraje» en algiin punto comprendido entre a y b. El enunciado preciso de este 
rcsultado sc conocc con el nombre de teorema de Rolle. 

Teorema 5.10 (Rolle). Supongamos que f posee derivada (finita o infinita) 
en cada lino de los puntos de un intervalo abierto (a, b), y supongamos tarn • 
biib i que f es continua en los puntos extremos a y b. Si f(a) = f(b), entonces 
existe un punto interior c, por lo menos, en el que f'(c) = 0. 

Demostracion. Supongamos que f no es cero cn ningun punto de (a. b) y 
llcgarcmos a una contradiccidn. Como que / es continua en un conjunto com- 
pacto, alcanza su mAximo M y su mfnimo m cn algun punto de [a, b]. Nin- 
guno de dichos valores extremos puede ser alcanzado en un punto interior 
(pucs en ese caso f se anularfa); por lo tanto la funcidn los alcanza en los 
extremos del intervalo. Como f(a) = f{b), entonces m = M, y por lo tanto 
/ es constantc cn [a. b]. Esto contradicc cl supucsto dc que f no es cero cn 
ningun punto de ( a, b). Luego f(c) = 0 para algun c dc {a, b). 

5.10 TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA DERIVADAS 

Teorema 5.11 (Teorema del valor medio). Sea f una funcidn con deri¬ 
vada (finita o infinta) en cada uno de los puntos de un intervalo abierto (a, b), 
y supongamos ademas que f es continua en los extremos a y b. Entonces existe 
un punto c de (a. b) tal que 

m - m = rwk - *)• 

Geometricamente, este teorema establece que una curva suficientemente re¬ 
gular que una dos puntos A y B posee una tangente con la misma pendiente 
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que la cuerda AB. El teorema 5.11 lo dcducircraos de un teorema mas gene¬ 
ral que se refiere a dos funciones / y g que juegan un papel simdtrico. 

Teorema 5.12 (Teorema del valor medio generalizado). Sean f y g dos 
funciones continuas que poseen derivada (finita o infinita) en cada uno de los 
puntos del iniervalo abierto (a, b) y cada una es continua cn los puntos ex- 
tremos a y b y, ade/nds, no existe ningun punto x del interior del intervalo en 
el que f(x) y g'(x) sean ambas infinitas. Entonces para algun punto c interior 
se tiene 

/•(<■)[»(*) - 9(“)] = g'(c)[f(b) - ml 
nota. Cuando g(.r) = x, sc obticnc cl teorema 5.11. 

Demoslracidn. Sea h(x) = f(x)-[g(b )— g(a)]— g(x)-[f(b) — /(a)]. Entonces h'(x) 
es finito si f(x) y g\x) son ambas finitas, y h\x) es infinito si una de las deri¬ 
vadas f(x) o g'(x) es infinita. (La hipdtcsis cxcluyc el caso de que ambas scan 
infinitas.) Adcmas. h es continua cn los cxrcmos a y b. y h(a) = h(b) = 
= f(a)g{b) — g{a)f(b). Por cl teorema dc Rolle existe un punto interior c cn cl 
que h\c) = 0. lo que demuestra la proposicidn. 

nota. El lector podrd interpretar el teorema 5.12 gcomdtricamentc. refiritfn- 
dolo a la curva del piano coordenado xy cuyas ccuacioncs paramdtricas son 
x = g{t). y = /(0. a<,t<b. 

Existe una extensidn de este teorema que no requiere la hipdtesis de con- 
tinuidad en los extremos. 

Teorema 5.13. Scan f y g dos funciones, cada una de ellas con derivada 
(finita o infinita) en cada punto de (a. b). Supongamos tambien que en los ex- 
tremos a y b existen los llmites f(a+), g(a+), f(b-). g(b—) y son finitos. 
Supongamos ademas que no existe ningiin punto x de (a, b) en el que las de¬ 
rivadas f(x) y g'(x) sean ambas infinitas. Entonces para algun punto interior c 
tenemos 

f\c)[g(b-) - g(a + )] = g\c)[f{b-) -/(*+)]. 

Demostracidn. Dcfinamos dos nuevas funciones F y G en [a. b] como siguc: 

F(x) = m y G(x) = g(x) si xE (a. b ); 

F(a) =/(a + ), G(a) = g(a + ), F{b) = f(b-), G(b) = g(b~). 
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Entonces F y G son continuas en [a, b ] y podemos aplicar el ieorema 5.12 
a F y G a fin de obtener la conclusion deseada. 

El resultado que sigue es una consecuencia inmediata del teorema del va¬ 
lor medio. 

Teorema 5.14. Suponemos que f posee una derivada (finita o infinita) en 
cada uno de los puntos del intervalo (a, b) y que f es continua en los ext re - 
mos a y b. 

a) Si ¥ tonia solo valores positivos (finitos o infinitos) en (a. b), entonces f es 
estrictamente creciente en [a. b], 

b) Si ¥ toma solo valores negativos (finitos o infinitos) en (a, b), entonces f es 
estrictamente decreeiente en [a, 6]. 

c) Si ¥ es cero en todo (a. b), entonces / es constante en [a. b). 

Demostracidn. Elijamos x < y y apliquemos el teorema del valor medio 
al subintcrvalo [x, y ] de [a, 6]. Obtcndremos 

Ay) - Ax) = f'(c)(y - x) dondc c E Or. y). 

Todas las afirmaciones del teorema siguientc sc dcducen inmediatamente de 
esta ccuaciOn. 

Aplicando cl teorema 5.14(c) a la difcrcncia / — g se obticnc: 

Corolario 5.15. Si f y g son continuas en [a, b] y tienen derivadas finitas 
iguales en (a, b), entonces f — g es constante en [a, b]. 

5.11 TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO 
PARA LAS DERIVADAS 

En el teorema 4.33 se ha demostrado que una funcidn / continua en un intervalo 
compacto [a. b) alcanza todos los valores comprendidos entre su mdximo y su 
mfnimo en cl intervalo. En particular, / alcanza cada uno de los valores com¬ 
prendidos entre f(a) y f(b). Un resultado andlogo es valido para las funcioncs 
que se obtienen como derivadas de otras. 

Teorema 5.16 (teorema del valor inter medio para derivadas). Supon- 
gamos que f esta definida en un intervalo compacto [a, A] y que posee deri¬ 
vada (finita o infinita) en cada uno de los puntos interiores. Supongamos, ade¬ 
nitis, que f posee derivadas laterales finitas /%(a) y /' (/>) en los puntos extre- 
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mos, con f'+(a) =£ Entonces, si c es un niimero real comprendido entre 
/'+(a) y existe por lo menos un punto interior x tal que f(x) = c. 

Demostracidn. Dcfinamos una nueva funcidn g como siguc: 

g(x ) = si x=f=a, g(a) - f\(a). 

x - a 

Entonces g es continua en el intervalo cerrado [a, b]. Por el teorema del valor 
intcrmedio dc las funciones continuas. g alcanza cada uno de los valores com- 
prcndidos entre f\(a) y [f(b) — f(a)]/(b — a) cn cl interior de ( a, b ). Por cl tco- 
rema del valor medio, tenemos que g(x) = f(c) para algun c de {a, x), en dondc 
x G (a, b). Por lo tanto, f toma todos los valores entre f 4 (a) y [f(b) — 
— 1(d))l(b — a) en cl interior (a, b ). Un argumento andlogo aplicado a la fun- 
cidn h, dcfinida por 

h(x) = /(X) ~ { (<>) si x^b. h(b) - fUb), 

x — b 

prueba que f alcanza todos los valores comprendidos entre [/(/>) — f(a)]l(b — a) 
y f_(6) en cl interior (a, b). Combinando estos resultados, vemos que f al¬ 
canza cada uno de los valores comprendidos entre f+(a) y f_(b) en el inte¬ 
rior (a, b ). lo cual termina la demostracidn. 

Nota. El teorema 5.16 es asimismo vdlido si una o ambas derivadas late- 
rales /'+(</) y fjjj) es infinita. La demostracidn en este caso se obtiene consi- 
dcrando la funcidn auxiliar g dcfinida por medio dc la ecuacidn g(x) = 
f(x) — cx, si x G [a, b). Los dctalles sc dejan al lector. 

El teorema del valor intermedio demuestra que una derivada no puede cam- 
biar de signo en un intervalo si no toma el valor ccro. Por lo tanto. tenemos 
el siguiente teorema. que es mds fuerte que el 5.14(a) y (b). 

Teorema 5.17. Sea / con derivada (jinita o infinita) en (a, b) y continua en 
los ext re mos a y b. Si /'(*)=£ 0 para todo x de (a, b), entonces / es estricta- 
mente monotona en a. b. 

El teorema del valor intermedio prueba tambien que las derivadas mond- 
tonas son ncccsariamente continuas. 

Teorema 5.18. Supongamos que f existe y es monotona en un intervalo 
abierto (a. b). Entonces f es continua en (a. b). 
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f'(c) = (/He)./;(c)). 


En oiras palabras, la derivada f(c) se obtiene diferenciando cada una dc las 
components de f en c. A la vista de esta definicidn no es sorprendente que 
nos prcguniemos curies de los tcoremas de diferenciacidn son validos para 
funciones vecloriales. Por ejemplo, si f y g son funciones vectoriales diferen- 
ciables en c y si A es una funcidn real diferenciable en c, entonces la suma 
f + g. cl producto Af, y el producto escalar £ g son diferenciables en c y 
sc tienc 

(f + g Y(c) = ff'(c) + g '(c). 

(;.f)'(c) = ;.'(c)f(c) + ;.(c)f*(c). 

(f-g)'(c) = f'(c)-g(c) + i{c)-g(c). 

Las demostraciones se obticnen fdcilmente si se consideran las componentes. 
Existe tambidn una regia de la cadena para difcrenciar funciones compuestas 
que se prucba de la misma manera. Si f es vectorial y u es real, entonces la 

funcidn compucsta g, duda por g(x) = £[m(a)], cs vectorial. La regia dc la ca¬ 
dena cstablece que 

g '(c )« fwoyw, 

si cl dominio de f conticne un entorno dc u(c) y si u\c) y f[w(c)] cxistcn. 

El teorema del valor medio establecido en cl tcorema 5.11 no se verifica en 
cl caso de funciones vectoriales. Por ejemplo, si f(/) = (cos t, sen t) para todo 
i real, entonces 

f(2 r) - f(0) = 0. 

pero f(/) no cs nunca ccro. Dc hccho. f(f)|| = 1 para todo t. Una versidn 
modificada del tcorema del valor medio para funciones vectoriales serd desa- 
rrollada en el capftulo 12 (teorema 12.8). 

5.14 DERIVADAS PARCIALES 

Sea S un con junto abierto del espacio euclideo R", y sea f: S-+ R una fun- 

cion real definida en S. Si x = (jc |b .... x*) y c = (c,.c„) son dos puntos 

de S con las coordcnadas correspondientcs igualcs excepto en el A*-6simo lugar, 
esto es si x t = Ci para i k y si x k ^ c*. entonces podemos considerar el 
lfmite 

lim 

*k~c k X k ~ C, 
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Cuando cstc limitc cxiste, sc lc llama derivada partial de / con rcspecto dc la 
A>£sima coordcnada y sc dcsigna por medio dc 

DJ(c), /.(c), (c). 

3x t 

o por alguna otra expresidn andloga. Nosotros adopiaremos la nolacidn D k f( c). 

Este proccso produce n nuevas funcioncs D,/, DJ . D n j definidas en los 

puntos dc S en los que los corrcspondicntcs Kmites cxistcn. 

La difcrcnciacidn parcial no cs. rcalmcntc. un nuevo conccpto. Podemos 

considcrar a f(x x .x„) como una funcidn dc una sola variable cada vcz, 

dejando las demds fijas. Es deeir, si introducimos una funcidn g definida por 

ff( x k) m i» • • • * f i-it c k + 1» • • • • o» 

entonces la derivada parcial DJ( c) es precisamente la derivada ordinaria g'(Ck). 
Esto sc cnuncia usualmcnte dicicndo que para diferenciar / con rcspecto a la 
k-6s\ma variable, se suponen constantcs las otras variables. 

Siempre que tengamos que gencralizar un conccpto dc R 1 a R* procura- 
remos conservar las propiedades mds importantes que, en el caso unidimensio¬ 
nal, la existencia de la derivada en c implica la continuidad en c. Por lo tanto, 
lo 6ptimo serfa disponer un conccpto de derivada para funcioncs de varias 
variables que implicara la continuidad. Para las derivadas parciales no ocurrc 
esto. Una funcidn dc n variables puede posccr derivadas parciales en un punto 
con respecto de cada una de las variables y no ser continua en dicho punto. 
Ilustraremos esta afirmacidn por medio del ejemplo de una funcidn con dos 
variables: 


/(*. >*) 


x + y % si x = 0 o y = 0. 
I, en otro caso. 


Las derivadas parciales D,/(0, 0) y DJ( 0, 0) existen ambas. En efecto: 


*-o x — 0 


lim - = 1, 

x-OX 


y. andlogamcnte, DJ( 0, 0) = 1. Por otro lado, es claro que esta funcidn no 
cs continua en (0, 0). 

La existencia de las derivadas parciales con respecto de cada variable 
separadamente implica la continuidad con respecto de cada variable separada- 
mente; pero como hemos visto, ello no implica necesariamente la continuidad 
respecto de todas las variables simultancamente. La dificultad que presentan 
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las derivadas parcialcs proviene de su misma definicion: en ella estamos obli- 
gados a considerar s6Io una variable cada vez. Las derivadas parciales nos 
proporcionan una medida de la variacidn de una funcion en la direccidn de 
cada uno dc los ejes. Existe un concepto mas general de derivada que no res- 
Iringe nuestras consideraciones a las direcciones particulares de los ejes coor- 
denados. Este concepto serd desarrollado en el capftulo 12. 

El proposito dc csta seccion es unicamentc cl de introducir la notacidn dc 
las derivadas parciales, ya que las utilizaremos ocasionalmcnte antes de alcan- 
zar el capftulo 12. 

Si / ticnc derivadas parciales D,/, .... DJ en un conjunto abierto S, enton- 
ces podemos tambidn considerar sus derivadas parciales. Iistas se llamardn 
derivadas parciales de segundo orden. Escribiremos D,^f para designar la de¬ 
rivada parcial dc D k f con rcspccto dc la r-dsima variable. Entonces, 

D,J = D,(DJ). 


Las derivadas parciales de orden superior se definen andlogamente. Otras no- 
tacioncs son 




0>f 

— ^ ■ • 

Px p Ox, 


5.15 DIFERENCIAOON DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE 
COMPLEJA 

En csta seccidn discutiremos brevemente las derivadas de las funciones com- 
plejas definidas en subconjuntos del piano complejo. Tales funciones son, na- 
turalmente, funciones vectoriales cuyo dominio y rccorrido son subconjuntos 
dc R s . Todas las consideraciones del capitulo 4 concemicntcs a los limites y a 
la continuidad dc las funciones vectoriales sc aplican, en particular, a las fun¬ 
ciones de una variable compleja. Existe, sin embargo, una difcrcncia esencial 
entre el conjunto C de los numeros complcjos y el conjunto R" de los vec- 
tores n dimensionales (cuando n > 2) que juega un importante papel en este 
momento. En el sistema de los numeros complejos disponemos de las cuatro 
operaciones algcbraicas dc sumar, restar, multiplicar y dividir, y estas opera- 
ciones verifican muchas de las propiedades «usuales» del Algebra que son vd- 
lidas en el sistema de los numeros reales. En particular verifican los cinco pri- 
meros axiomas de los numeros reales enumerados en el capftulo 1. (Los axio- 
mas 6 al 10 involucran la rclacidn de orden <, que no existe entre numeros 
complcjos.) Todo sistema algebraico que verifica los axiomas 1 al 5 se llama 
cuerpo. (Para una discusion mas amplia de los cucrpos, vease la referenda 1.4.) 
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La multiplicacidn y la division no pucden ser introducidas cn R n (para n > 2) 
de forma que R n sea un cuerpo * que contenga a C. Como la division es po- 
sible en C, es posible asimismo formar el cociente fundamental de diferencias 
[f(z) — fic)]Hz — c) que fue ulilizado para definir la derivada en R. y entonces 
sc presenta de forma clara cdmo hay que definir la derivada cn C. 


Definicidn 5.21. Sea f una funcidrt compleja definida en un con junto abier- 
to S de C, y sea c ES. Entonces j es dijerenciable en c si el limite 




:—e 


— C 


existe. 


Por medio de este proceso de calcular limites se obtiene una nueva funcidn 
complcja Y definida cn aqucllos puntos z de 5 donde f(z) existe. Las derivadas 
de orden superior ••• sc definen. como es natural, de forma andloga. 

Las siguientes proposiciones son vdlidas para funcioncs complejas defini- 
das en un conjunto abierto 5; sus demostraciones son exactamente las mismas 
que las utilizadas en cl caso real: 

a) / es dijerenciable en c si. y solo si, existe una funcidn /". continua en c, 
tal que 

f(z) - /(C) = (2 - C)f(z ), 
para todo z de S. con f*(c) = f'(c). 

nota. Si hacemos #(z) = f*(z) — f(c), la ecuacidn de (a) podemos ponerla 
en la forma 

m = /(c) + /'(cKr - c) + g(z)(z - c). 

donde g(z)->0 cuando z-*c. Esta expresidn se llama la formula de Taylor de 
primer orden para /. 


• Por ejemplo, si fuese posible definir una mulliplicacidn cn R’ que dolara a R’ de estruc- 
tura dc cucrpo, contcnicndo a C. podrfamos razonar como siguc: Para cada x dc R’ los 
vectorcs I, x. X s , x’ sen'an linealmente dependicntes (ver Referenda 5.1, p. 558). Entonces 
para cada x de R\ se verificarfa una relacidn del tipo a , + a x x + a,x : + o.x 1 = 0. donde 
a 0 , o,, a„ a , son numeros reales. Pero cada polinomio de grado tres con coefidentes reales 
es un producto de un polinomio lineal por un polinomio cuadrdtico con coefidentes reales. 
Las unicas rafccs dc tales polinomios son o bicn numeros reales o bicn numeros complcjos. 
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b) Si f es diferenciable en c, entonces f es continua en c. 

c) Si dos funciones f y g tienen derivadas en c, entonces su sunia, su diferen- 
cia, su producto y su cociente tienen tambien derivadas en c y se obtienen 
por medio de las formulas usuales (como en el teorema 5.4). En el caso 
de f/g, debemos suponer que g{c) =£ 0. 

d) La regia de la cadena es vdlida; es decir, tenemos 

(9 

si el dominio de g contiene un entorno de f(c) y si f'(c) y g'[f(c)] existen. 

Si f(z) = z, sc obtienc /'(z) = 1 para todo z de C. Por (c) reiterado, se 
tiene que f{z) = nz n ~ l cuando f{z) = Z* (n es un entero positivo). Esto tambidn 
se vcrifica cuando n es un entero negativo, siempre que z ^ 0. Por lo tanto, es 
posiblc calcular las derivadas de los polinomios complejos y de las funciones 
racionales complejas utilizando las mismas t&nicas que las empleadas en cl 
Ciilculo elemental. 

5.16 ECUACIONES DE CAUCHY-RIEMANN 

Si / es una funcidn complcja de una variable compleja. podemos escribir cada 
valor de la funcidn en la forma 

f(z) - u(z) + iv(z ), 

donde u y v son funciones reales de una variable compleja. Podemos, ademds, 
considerar u y v como funciones reales de dos variables reales y escribir cn- 
tonccs 

f(z) = u(x, >•) + ic(x, y), si z = x + iy. 

En ambos casos, escribiremos / = u + iv y nos referiremos a u y a v de- 
signdndolas parte real y parte imaginaria de /. Asf, en el caso de la funcidn 
exponencial compleja /. definida por 

f(z) = e* = e* cos y + i>*sen y, 

las partes real e imaginaria vienen dadas por 

u(x, y) = e* cos y, v(x t y) = e* seny. 

Analogamcnte. cuando f(z) = z 2 = (x + iy) 3 , obtenemos 

u(x, y) = x 2 - y 2 , v(x, y) = 2 xy. 
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condition no es, sin embargo, suficiente, como podemos ver considerando el 
siguicntc cjcmplo. 


Ejemplo. Sean u y v definidas como sigue: 


u(x,y) 
v(x, y) 


X s -/ 

X 2 + y 2 

si (x, y) * (0, 0 ). 

i*0, 0) = 

x* + >- 3 
x 2 + y 2 

si (x, y) * (0. 0). 

*0, 0) - 


Es Weil comprobar que D,u(0, 0) = D,v(0. 0) = 1 y que D.w(0, 0) = —D,v(0, 0) = 
— I, por lo tanto las ecuaciones de Cauchy-Riemann se verifican en (0, 0). A pesar 
de todo, la funcidn f = u + iv no puede tener derivada en z = 0. En efecto, para 
.t = 0, el cociente diferencial se convierle en 

/(*) - /(Q) 

z — 0 

mientras que para x = y. es 

f it) - f(0) m xi = 1 + i 
z - 0 x + ix 2 " ’ 
y por lo tanto f'(0) no cxiste. 

En el capftulo 12 demostraremos que las ccuacioncs de Cauchy-Ricmann 
son suficientes para establecer la existencia de la derivada de / = u + iv en c 
si las derivadas parciales de u y v son continuas en un entorno de c. Para ilus- 
trar c6mo hay que utilizar cste rcsultado en la pr£ctica, obtendremos la dcri- 
vada de la funcidn exponencial. Sea f(z) = e* = u + iv. Entonccs 

u(x, y) = e* cos y, v(x, y) = e* sen y> 

y por lo tanto 

D x u{x y y) = e* cosy = D 2 v(x, y), D 2 u(x, y) = -e*scny = - D x v{x t y ). 

Como estas derivadas parciales son continuas en todo R a y satisfacen las ecua¬ 
ciones de Cauchy-Riemann, la derivada f{$ existe para todo z . Para calcularla 
usaremos cl teorema 5.22 y obtendremos 

f\z ) = e x cos y + ie’stny — f(z). 

Entonccs. la funcidn exponencial es su misma derivada (como en cl caso real). 


-y +_iy 

iy 


1 + i. 
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EJERCICIOS 
Funciones reales 

En los ejercicios que siguen se supone, siempre que sea necesario, que se conocen 
las f6rmulas para derivar las funciones elementales trigonomdtricas, exponenciales 
y logaritmicas. 

5.1 Una funcion / satisface una condicidn dc Lipschitz de orden a cn c si cxiste 
un numero positivo M (que puedc depender de c) y una bola unidimensional B(c ) ta¬ 
lcs que 

!/(*) - /(f)! < A f\x - c|* 

si x 6 B(c), x=£ c. 

a) Probar que una funcidn que satisface una condicidn de Lipschitz de or¬ 
den a es continua en c si a > 0. y derivable en r si « > 1. 

b) Oar un cjcmplo de una funcidn que satisfaga la condicidn dc Lipschitz dc 
orden I en c para la que /'(f) no exisla. 

5.2 En cada uno dc los siguientes casos. determinar los intcrvalos cn los que la 
funcidn / cs crccicnte o decrccientc y determinar los mdximos y mfnimos (si cxistcn) 
cn cl conjunto cn cl que / csti definida. 

a) f(x) - x y + ax + b, x € R 

b) fix) = log (x 2 - 9). \x\ > 3. 

c) fix) * x 2/3 (x - I) 4 . 0 Z x s \. 

d) fix) = (sen x)/x if x * 0./(0) ** 1, 0 ^ x £ n/2. 

5.3 Buscar un polinomio / del menor grado posible tal que 

fix i) — Q%% fix 2 ) m . f'(*t) m A,, fix 2 ) — b 2 , 

dondc x, =£ x, y a,, a 2 . h r b 2 son numeros reales dados. 

5.4 Sc define / como sigue: fix) = si xt^O, /(0) = 0. Probar que 

a) / cs continua para todo x. 

b) / <-) cs continua para todo x. y que /*■>(0) = 0, in = 1, 2, ...). 

5.5 Dcfinimos /. g y li como sigue: /(0) = g(0) = M0) y. si x 7^0. fix) = sen (1/x). 
Mx) = x sen (1/x). Mx) = x a sen (1/x). Probar que 

a) fix) — - 1/x 2 cos (1/x), si x * 0; /'(0) no cxistc. 

b) /fix) « sen (1/x) - 1/x cos (1/x), si x * 0; </(0) no existe. 

c) h'ix) = 2xsen (1/x) - cos (1/x), six * 0; h\ 0) = 0; 

Iim,_ 0 h\x) no existe. 

5.6 Obtcncr la formula dc Leibnitz para la dcrivada n-6sima del producto // de 
dos funciones / y g: 

■ 5 0 M (3 - liorr w< 



Derivadas 


147 


5.7 Scan / y g dos funcioncs definidas cn todo R y con derivadas finitas tcrccras 
f"(x) y g"'(x ) para todo x de R. Si f(x) g(x) = 1 para todo x, probar que las rclacio- 
nes de (a), (b), (c) y (d) se vcrifican cn todos Ios puntos cn los que cl denominador 
no es cero: 

a) f'(x)lf(x) + g'(x)/g(x) = 0 . 

b) nxVfXx) - 2f'(x)ff(x) - g'{x)lg'(x) = 0. 


/"(*) 

3 f'(x)g m (x) 

- 3 /» 

ff"(x) _ 

fix) 

/(x)g'(x) 

fix) 

g'(x) 

nx) 

3 /r(x)\ 2 _ 

. g”(x) 

3 

fix) 

2 \f'(x)J 

g'(x) 

2 \g'(x) 


nota. La expresidn que aparecc cn cl primer miembro de (d) se llama derivada de 
Schwarz de / cn x. 

c) Probar que / v g ticnen la misma derivada de Schwarz si 
g(x) » [af(x) + b]/[cf(x) + </],donde ad - be * 0. 

/ndicacidn. Si c ^ 0. cscribir (af + h)l(cf + d) = (ale) + (be — ad)l[cicf + d)J y apli- 
car la parte (d). 

5.8 Scan /,, / 3 , n 3 cuatro funcioncs con derivadas cn (a. b). Dcfinamos F por 
medio del determinante 


F(x) 


/.<*> 

ffi(x) 


Mx) 


si X€ (a, b). 


a) Probar que F'(x) cxistc para cada x de (a. b) y que 


Fix) = 


/',(*) f'M 
ffi(x) g 2 (x) 


+ 


/,(*) f 2 (x) 
ff'iix) g'M 


b) Establecer y probar un resultado mds general para determinantes de orden n. 

5.9 Dadas n funciones /./„ derivables hasta cl orden n en (a. b), definimos 

una funcidn W, llamada cl Wronskiano de /,, .... /„ como siguc: Para cada x de 
(a, b), W(x) cs cl valor del determinante de orden n que en la A-dsima fila. m-dsima 

columna. ticnc al elemento /JJ“ ’Vx), dondc k = 1. 2. .... n y m = I, 2 . n. [La 

expresidn f*£Hx) designa a f m (x).] 

a) Probar que W'(x) se obtiene reemplazando la tiltima fila del determi¬ 
nante que define W(x) por las derivadas n-dsimas /Y°(*)..... f^Hx). 

b) Supongamos que existen n constantes c,. .... r„, no nulas. tales que 
c,f,(x) + ... 4- cj n (x) = 0 para todo x de (a, b ). Probar que W(x) = 0 
para cada x en (a. b ). 

nota. Un conjunto de funciones que satisface una relacidn de este tipo se llama 
conjunto lineal men te dependiente sobre (a. b). 

c) La anulacidn del Wronskiano en todo el intervalo (a. b) es neccsaria. pero 

no es suficiente para que /,./„ sean linealmente dependientes. Probar 
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quc cn cl caso dc dos funcioncs. si cl Wronskiano sc anula en (a, b) y si 
una dc las funcioncs no sc anula cn ia. b ). cntonccs constituycn un con- 
junto linealmcntc dcpcndiente en ia. b). 

El teorema del valor medio 


5.10 Dada una funcion / definida y derivable con derivada finita en (a. b) y tal que 
lim^ 4 „/(.t) = +oc, probar que lim,.. fc _/'(*) o no cxiste o es infinito. 

5.11 Probar quc la formula del valor medio puede escribirse cn la forma: 


/<X+*WU) _ f . (x + 0h) 
h 


dondc 0 < 0 < 1. Dctcrminar 8 cn funcion dc x y dc h cuando 
a) fix) = x 2 , b) f(x) - x 3 . 

c) f(x) - e x . d) fix) - log x , a: > 0 . 

Fijar ,v#0 y hallar lim*^,fl cn cada caso. 

5.12 En cl teorema 5.20 haccmos fix) = 3x 4 —2x* — x J +1 y fix) = 4x' — 3x a — 2x. 
Probar quc fixMg'ix) nunca es igual al cocicntc [/(l) — /(Oll/ftfl)— /r(0)J si 0 < x 
< 1. i,C6 mo conciliar csto con la igunldad 


fib)_- fia) m /'(x.) 
9ib)-gia) g'ix.V 


a < x x < b. 


quc sc obticnc del teorema 5.20 cuando n — 1? 

5.13 En cada uno dc los casos cspccialcs del teorema 5.20. tomar n = 1. c = a. 
x = h, y demostrar quc x, = ia + b)l 2. 


a) fix) = sen x, gix) - cos x; b) fix) - e x , gix) - e~ x . 


<\Es posiblc cncontrar una clasc general dc pares dc funcioncs / y g para los quc 
x, sea siempre (a 4- b)!2 y talcs quc los ejcmplos (a) y (b) pertenezean a dicha clasc? 

5.14 Dada una funcidn / definida y con derivada finita f en el intervalo se- 
miabierto 0 < x £ I y tal que !/'(x)l < 1, definimos a n = fi\/n) para n = 1,2, 3, ... 
Demostrar que el lim.^, a„ existe. /ndicacidn. Utilizar la condicidn de Cauchy. 

5.15 Supongamos que / posec derivada finita en cada uno dc los puntos del inter¬ 
val abierto ia, b). Supongamos adcm4s quc lim„. c /'(x) existe y es finito para 
uno dc los puntos intcriorcs r. Demostrar quc cl valor de estc lfmite deber4 scr fie). 

5.16 Sea / continua cn ia. b) con derivada finita /' cn todo ia. b). cxccpto quizas 
cn c. Si lim r .. c /'(x) existe y vale A. cntonccs fie) existe tambidn y vale A. 

5.17 Sea / continua en [0. 1], /(0> = 0. fix) finito para cada x dc (0. 1). Probar quc 
si f es crccicnte en (0. 1). entonces tambien lo es la funcidn g definida por medio 
de la ecuacidn £(x) = fix)lx. 

5.18 Supongamos quc / posee derivada finita en fa. b) y es continua en [a. b] con 
f{a) = fib) = 0. Probar que para cada real A existe un r de (a. b) tal que /'(c) = A/(c). 
/ndicacidn. Aplicar el teorema de Rolle a gix)f(x) para una g conveniente que de- 
penda de A. 
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5.19 Supongamos quc / cs continua cn [a. h ] y quc posce una derivada scgunda /" 
finita cn cl intervalo abicrto (a, b). Supongamos que la cuerda que une los puntos 
A — (a. f(a )) y B = (£>. f(b)) corta a la grdfica dc la funcidn / cn un tcrccr punto /’ 
distinto dc A y dc B. Probar quc /"(c) = 0 para un c dc (a. b). 

5.20 Si f poscc derivada icrccra /"' finita cn \a. A] y si 


f(a) = f\a) = f(b) = f\b) = 0 . 


probar que /"'(c) = 0 para un c de (a. b). 

5.21 Sea / una funcidn no negativa y quc admita tercera derivada finita /'" en 
el intervalo abicrto (0. 1). Si fix) = 0 para dos puntos, por lo mcnos. dc x en (0, 1), 
cntonces /'"(r) = 0 para un c de (0, 1). 

5.22 Supongamos que / admite una derivada finita cn un cicrto intervalo (a. +»). 

a) Si fix)-* 1 y fix)-*c cuando x-+ +oo. probar quc c = 0. 

b) Si /'(*)-* 1 cuando .r-* +•». probar quc f(x)fx-* 1 cuando x-* +oo. 

c) Si fix)-* 0 cuando x-* +■». probar quc /(*)/*-» Ocuando x-+ +». 

5.23 Sea h un numcro positivo fijo. Probar quc no cxistc ninguna funcion / quc 
satisfaga las tres condicioncs siguientes: fix) cxistc para x > 0. f'(0) = 0. f(x) ^ h 
para x > 0. 

5.24 Si h > 0 y fix) cxistc (y cs finita) para cada .r dc (a — //. a + //). y si / cs con¬ 
tinua cn la — h. a + /»]. probar quc sc ticne: 


a) ^- b) c) d) * * * h) = f \ a + Oh) + f\a - Oh), 0 < 0 < 

h 

b) l ( - a ~ h) ~ ~ A) = [\a + >.h) - f ‘(a - Ui), 

ll 


i; 

o < x < i. 


c) Si fid) existe. probar 

no - lim /<a + » - lf \ a) + f,a - h) 


d) Dar un ejemplo en el que exista cl lfmite del cocicnte que aparece en (c) 

pero fid) no exista. 

5.25 Sea / una funcirin con derivada finita cn (a. b) y supongamos que cG ( a. b). 

Considerar la siguiente condicidn: Para cada c > 0 cxistc una bola unidimcnsional 

Bic\ S), cuyo radio S depende solo dc c y no dc c. tal que si x £ B(c\ 8) y x¥=c. 
cntonccs 


fix) - fic) 


x — c 


- /Vo! < £. 


Probar quc f es continua en (a. b) si csta condicion sc verifica cn todo (a. b). 

5.26 Sea / con derivada finita cn (a. b) y continua cn [a. b], con a < fix) < b para 
todo x dc [a. b ] y |/'(.t)| < a < 1 para todo x dc (a. b). Probar quc / poscc un unico 
punto fijo cn fa. b]. 
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CAPITULO 6 


Funciones de variation acotada 

y curvas rectificables 


6.1 INTRODUCCI6N 

Algunas dc las propicdadcs basicas dc las funciones mondtonas fueron dcscritas 
cn cl capftulo 4. En cste breve capftulo sc cstudian las funciones dc variacidn 
acotada, una clase de funciones fntimamentc relacionada con las funciones mo- 
ndtonas. Veremos que estas funciones estdn en estrecha conexidn con las curvas 
que poseen longitud finita (curvas rectificables). Juegan tambidn un papel en la 
teoria de la integracidn de Ricmann-Sticltjcs que dcsarrollarcmos cn cl prdxi- 
mo capftulo. 

6.2 PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES MON6TONAS 

Teorema 6.1. Sea f una funcidn credente definida en [a, b ] y sean x 0 ,x lt ...,x n 
n + 1 puntos tales que 

a = x 0 < x x < x 2 < "' < x n = b. 

Tenemos entonces la desigualdad 

£ [/(*, + ) - /<**-)] s m - f(a). 

»«1 

Demostracidn. Supongamos que y k 6 (x k , x k *,). Para 1 < k < n — 1 tenemos 
que f(x k +)<f(y K ) y /(>'*_,) < f{x k —), luego /(**+) — < fi}'k) — f(yk-i)- 

Si sumamos estas desigualdades. la suma de la dcrccha nos da /(y w _,) — f(y a ). 
Puesto que /(y n _,) — /(y 0 ) < Kb) — /(«). csto complcta la demostraci6n. 

La diferencia /(**+) — /(-r* —) es, ademds. el salto de / en x k . El teorema 
anterior nos dice que, para cada coleccidn finita de puntos x k de (a, b ). la 
suma de los saltos en estos puntos estd siempre acotada por f(b ) — f(a). Este 
resultado nos servira para demostrar el teorema siguiente. 

Teorema 6.2. Si / es monotona en [a. b). entonces el conjunto de disconti- 
nuidades de f es numerable. 
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Demostracidn. Supongamos que / cs crecienle y sea S n el conjunto de puntos 
de (a, b ) en los que el salto de / es superior a 1/m, m > 0. Si x x < x 3 < ... 
< x n -x cstdn cn S m , el teorema 6.1 nos asegura que 

< m - m. 

m 

Esto significa que S„ debe ser un conjunto finito. Pero el conjunto de discon- 
tinuidades dc / en (a, b ) es un subconjunto de la reunidn S m y por lo 
tanto numerable. (Si / cs dccreciente, el argumcnto se aplica a —/.) 

6.3 FUNCIONES DE VARIACION ACOTADA 

Dcfinicidn 6.3. Si [a, b] es un intervalo compacto, un conjunto de puntos 

P m {■*(>• * 1 » • • • » ■*■}• 
que sat is fag a las deslgualdades 

a = x 0 < x x ••• < < x m = b, 

se llama particidn de [a, b]. El intervalo Xi] se llama k-isimo subin - 
tervalo de P y se escribe Ax k = x k — con lo que XI- 1 Ax k = b — a. La 
coleccidn de rodas las particiones posibles de [a, b ] se designard por medio 
de (?[a, b]. 

Dcfinicidn 6.4. Sea f definida en [a. 6]. St P = [x D , x lt .... .r n } es una parti¬ 
cidn de [a, 6], escribiremos A/* = f(x k ) — /(**_,), para k = 1. 2. n. Si existe 

un numero positivo M tal que 

n 

£ IA/.I S M 

km l 

para toda particidn de [a. b\, entonces diremos que f es de variacidn acotada 
en [a. b]. 

Los dos tcoremas que siguen proporcionan ejemplos de funciones de va¬ 
riacidn acotada. 

Teorema 6.5. Si f es monotona en [a, 6], entonces f es de variacidn acotada 
en [a, b]. 

Demostracidn. Sea / creciente. Entonces para cada particidn de [a, b\ tenemos 
A/* > 0 y por lo tanto 

£ i*/*i = !>/» = £ [/<*») - /<*.-.>] = m - no). 

i=i i»i i*i 
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Teorema 6.6. Si f es continua en [a, 6] >• si f existe y estd acotada en el 
interior, es decir que \f(x)\ < A para todo x de (a, b ), entonces f es de varia¬ 
tion acotada en [a, b]. 

Demostracidn. Aplicando el teorema del valor medio, tenemos 

A/i, = f(x k ) - /(**-,) = fVkKxk - en donde r k € (**-,, x k ). 

Esto implica 


n n m 

E IA/*I = E \fV.)\ Ax. < A E Ax, = A{b - a). 

*■1 *-I 

Teorema 6.7. Si f es de variation acotada en [a, 6], es decir que £ |A/*| < M 
para toda particidn de [a, b], entonces f estd acotada en [a, b], De hccho, 

\f(x)\ £ l/(o)l + A/ Pa™ todo x de [a, b]. 

Demostracidn. Supongamos que x € (a, b ). Utilizando la particidn especial 
P = { a . x. b }. obtenemos 

I fix) - f(a)\ + | f(b) - f(x) | £ M. 

Esto implica que \f(x) — fia)\<M. < i/(a)| + M. Iddntica dcsigualdad se 
vcrifica si x = a o si x = b. 


Ejemplos 

I. Es fdcil construir funciones continuas que no sean de variacidn acotada. Por 
ejemplo, sea f(x ) = .r cos {jr/(2.r)} si x 0. /(0) = 0. Entonces / es continua en 
[0. 1], pero si consideramos la particidn en 2/i subinlervalos 



0 .!. — 

2/i 2/i - I 



es fdcil comprobar, calculando, que 

V ,A/il - - + - + —— + 

hi In In In - 2 In - 2 




Esta suma no estd acotada para todo n. ya que la serie Z^i (l/») diverge. En 
este ejemplo la derivada f existe en (0, 1) pero f no estd acotada en (0, I). Sin 
embargo, f estd acotada en todo intcrvalo compacto que no contenga el origen 
y. por lo tanto. / es de variacidn acotada en tales interval os. 



156 


Funciones de variacidn acotada y curvas rectificables 


2. Un ejemplo analogo al primcro lo proporciona la funcidn /(. x) = x 2 cos (1/*) 
si x^O. /(0) = 0. Dicha funcidn / es de variacidn acotada cn [0, I], ya que 
f estd acotada cn [0, 1]. De hecho, /'(0) = 0 y. para j^O, f'(x ) = sen (l/.r) + 
lx cos (1 lx), luego |/'(x>| ^ 3 para todo x de [0, 1]. 

3. La acotacidn de /' no es condicidn ncccsaria para quc / sea variacidn acotada. 
Por ejemplo, considdrese la funcidn f(x) = x •/*. Esta funcidn es mondtona (y por 
lo tanto de variacidn acotada) sobre todo intervalo finito. Sin embargo, f'(x)-> 
+oo cuando x-*0. 


6.4 VARIACION TOTAL 

Definicion 6.8. Sea f una funcidn de variacidn acotada cn [a. b} y sea 2 (P) 

la suma X*-i |A/*| correspondiente a la particion P = {.r 0 , x x .x„) de [a, b]. 

El numero 


V,(a, b) = sup {£ (/>):/>€ P[a, *>]}, 

sc llama variacidn total de f en el inten'alo [a. £]. 

nota. Si no hay pcligro dc confusidn, cscribircmos V, en vez dc V f (a, b). 

Dado que / es dc variacidn acotada en [a, b], el numero V f es finito. Adc- 
mds V f > 0, ya quc cada suma 2(P)> 0. Y ademds V,{a. b) = 0 si, y sdlo si, 
f es constantc cn [a. b], 

Teorema 6.9. Supongamos que f y g son dos funciones de variacidn acotada 
en [a, b]. Entonces tambitn lo es su suma. su diferencia y su producto. Ade¬ 
mds. sc tiene 

v tu z v f+K y v,; S av, + BV„ 

en donde 

A = sup {|ff(jr)| : x e [a, 6]>, B = sup {|/(x)|: x e [a, 6]}. 
Demostracidn. Sea h(x) = f{x)g(x). Para cada particidn P de [a. b] se tiene 


= \f(x k )g(x t ) )9(*,-,)l 

= I-/(**-.M-O] 

+ UXx.-MxJ -/(A-,)</(^-i)]l £ A\bf\ + 

Esto implica quc h es una funcidn de variacidn acotada y que V/,< A Vf 4- BV t . 
Las demostraciones correspondientes a la suma y la diferencia son muy sim¬ 
ples y las omitiremos. 
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Esto significa que D(y) — D(x) > 0, y (ii) sc verifica. 

nota. Para ciertas funciones /, la variacidn total V,(a. x) se puede expresar 
como una integral. (Ver ejercicio 7.20.) 

6.7. FUNCIONES DE VARIACI6N ACOTADA EXPRESADAS 
COMO DIFERENCIA DE DOS FUNCIONES CRECIENTES 

La simple y elegante caractcrizaci6n de las funciones de variacidn acotada que 
damos a continuacidn cs consecuencia del teorema 6.12. 

Tcorcma 6.13. Sea f dejinida sobre [a, b], Entonces f es de variation aco¬ 
tada en [a, A] si, y solo si, f puede expresarse como dijerencia de dos funcio¬ 
nes crecientes. 

Demostracion. Si / es de variacidn acotada en [a, 6], podemos escribir / = 
V — D, en dondc V cs la funcidn del tcorcma 6.12 y D~V — /. Tanto V 
como D son funciones crecientes en [a. A). 

El redproco se deduce inmediatamentc de los teoremas 6.5 y 6.9. 

La rcprcsentacidn de una funcidn de variacidn acotada como difcrcncia dc 
dos funciones crecientes no es unica. Si / = /,—/ a , en dondc /, y / a son cre¬ 
cientes, se tiene tambidn que / = (/,+ g) — (/, + g), siendo g una funcidn cre- 
cientc arbitraria, y cllo nos proporciona una nueva rcprcscntacidn dc /. Si g es 
estrictamcnte crccicnte, tambidn lo serdn /, + g y /, + g. Por consiguicntc. cl 
teorema 6.13 cs asimismo v£lido si rccmplazamos acrccicntc# por «estrictamcnte 
crccicnte». 

6.8 FUNCIONES CONTINUAS DE VARIACION ACOTADA 

Teorema 6.14. Sea f una funcidn de variation acotada en [a. b]. Si x E ( a, b], 
sea V(x) = V,(a x) y hagamos V(a) = 0. Entonces cada punto de continuidad 
de / tambitn es un punto de continuidad de V. El reclproco tambitn es cierto. 
Demostracidn. Puesto que V es mondtona, los lfmites laterales por la derecha 
y por la izquierda V(x+) y V(x—) existen para cada punto x dc (a, b). En 
virtud del tcorcma 6.13, lo mismo es cierto para f(x +) y /(*—). 

Si a < x < y < b, se verifica [por definicidn de V,{x, y)] que 

0 < |/(y) - fix) | £ V(y) - V{x). 

Haciendo que y-*x, obtenemos 

0 < |/(x+) - f(x)\ Z V(x + ) - V(x). 
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Anllogamente, 0 < |/(x) — f(x—)\<V(x) — V(x—). Estas desigualdades impli- 
can que todo punto de continuidad de V es tambiln un punto de continui- 
dad de /. 

Para demostrar el reciproco, sea / continua en un punto c de (a, b). En- 
tonces, dado t > 0. cxiste un $ > 0 tal que 0 < |x — c\ < 5 implica \f(x) — /(c)| 
< c/2. Para este mismo e, existc una particidn P de [c, b ], por ejemplo 

P = {*o. *i. X.}, X 0 = C, X, = b, 

tal que 

V,(c, b) - f < £ IA/.I. 

2 k-i 

Agrcgando mis puntos a P unicamente conscguiremos que aumente la suma 
2 |A/*I y por lo tanto podemos considerar que 0 < x t — x 0 < 8. Esto signi- 
fica que 

ia/,1 = i/(x,) - m < f, 

con lo que la desigualdad anterior se convierte cn 

y/c. b) - f < f + £ IAAI s * + <>). 

2 2 4-2 2 

ya que {*,, x 3 . x„) es una particidn de (x„ b ). Tencmos, por tanto, 

Vfa b ) “ 6 ) < € - 

Pero 

0 <; V( Xl ) - V(c) = K/J, x,) - V/a, c) 

= Vj(c 9 x t )- K / (X I ,6)< C . 

Con lo cual hemos probado que 

0 < X| — c < 6 implica 0 ^ V(x t ) - K(c) < c. 

Esto demuestra que V{c+) = V(c). Un razonamiento anllogo lleva al resul- 
tado V(c —) = P(c). El teorema queda entonces demostrado para todos los pun¬ 
tos interiores de [a, b]. (Para los puntos extremos son necesarias ciertas modi- 
ficaciones triviales.) 

Combinando el teorema 6.14 con el 6.13, podemos establecer 
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Teorema 6.15. Sea f una funcion continua en [a, />]. Entonces f es variation 
acotada en [a, b] si. y solo si, f se puede expresar como diferencia de dos fun¬ 
ciones credent es continuas. 

nota. El teorema se verifica tambicn si reemplazamos «creciente» por «estric- 
tamentc crecicnte*. 

Es claro que las discontinuidades de una funcidn de variacidn acotada (si 
existen) deberdn ser discontinuidades de salto en virtud del teorema 6.13. Ade- 
mds, cl teorema 6.2 nos dice que constituycn un conjunto numerable. 


6.9 CURVAS Y CAMINOS 

Sea i\[a, b] — R" una funcidn vectorial, continua en un intervalo compacto 
[a, b] de R. Cuando / recorre [a. b], los valores f(r) de la funcidn describen 
un conjunto de puntos de R* llamado grafica de f o curva descrita por f. 
Una curva es un subconjunto compacto y conexo de R" dado que es la imagen 
continua de un intervalo compacto. La funcidn f se llama un carnino. 

Es a veces util imaginarse una curva como trazada por una particula m6vil. 
El intervalo [a. b) puede ser interpretado como un intervalo de tiempo y el 
vector f(t) determina la posicidn de la particula en el instantc t. En esta in- 
tcrprctacidn, la funcidn f se denomina un movimiento. 

Distintos caminos pueden dibujar la misma curva. Por ejemplo, las dos fun¬ 
ciones complcjas 

fit) = e 2 '", git) = «r 2 -“, 0 <; / £ 1, 

dibujan ambas el circulo unidad x* + y* = 1, pero los puntos son recorridos 
en sentidos opuestos. El mismo circulo lo dibuja cinco veces la funcidn 
/,(/) = e l0 ~ lt , 0 < / < 1. 

6.10 CAMINOS RECTIFICABLES Y LONGITUD DE UN ARCO 

A continuacidn introducimos el concepto de longitud de un arco de curva. La 
idea consiste en aproximar la curva por medio de poligonos inscritos, t£cnica 
aprendida de los antiguos gedmetras. Nuestra intuicidn nos asegura que la lon¬ 
gitud de cualquier poligono inscrito no excederd a la de la curva (dado que 
la linea recta es el carnino mds corto entre dos puntos), luego la longitud de 
una curva debera ser una cota superior de las longitudes de todos los poligonos 
inscritos. Por consiguiente, parece natural definir la longitud de una curva como 
el extremo superior de las longitudes de todos los poligonos inscritos posibles. 
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Para la mayoria de las curvas que aparecen en la prdctica, esto proporciona 
una definition util de longitud de arco. Sin embargo, como veremos en seguida. 
cxisten curvas para las cuales el cxtremo superior de las longitudes de los 
polfgonos inscritos no existe. Por tanto, es necesario clasificar las curvas en dos 
categories: las que tienen longitud y las que no. Las primeras se denominan 
rectificables, las segundas no rectificables. 

Darcmos ahora una descripcidn formal de cstas ideas. 

Sea f:[a, 6]->R" un camino en R\ Para una particidn cualquiera de [a, b], 
dada por 


P — {to* *i» • • •» *«)* 

los puntos f(r 0 ), f(/,), .... f(/„) son los vertices de un poligono inscrito. (Puede 
verse un ejemplo en la figura 6.1.) La longitud de este poligono la designare- 
mos por A f (P) y se define como la suma 

A,(P) = £ l f ('») “ «'“.)«• 

k- I 


- *0 <| h h <4 'l %- 


Figura 6.1 



Definicidn 6.16. Si el conjunto de numeros A t (P) estd acotado para todas las 
particiones P de [a. b], entonces el camino f se llama rectificable y su longitud 
de arco. designada por A ,(a. b ). se define por 

Af(fl, b) = sup {A|(P) : P e 9\a, 6]}. 

Si el conjunto de numeros A f (P) no estd acotado, f se llama no rectificable. 

Existe un mdtodo fdcil para caracterizar todas las curvas rectificables. 

Teorema 6.17. Consideremos un camino f:[a. b]-+ R” de componentes 
f = (/,, .... /„). Entonces f es rectificable si. y solo si, cada componente /* es de 
variation acotada en [a, b]. Si f es rectificable. tenemos las desigualdades 

V k (a, b) <, A t (a, b) <; V t (a 9 b) + • • • + V n {a, b), (*=1,2,..., n), (2) 
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